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Prefazione

Ragazzo, prendi e leggi. Se puoi arrivare sino alla fine di questo libro,
non sarai incapace di comprenderne uno migliore. Siccome mi sono
proposto non tanto di istruirti quanto di farti esercitare, non mi im-
porta che tu adotti le mie idee o che tu le respinga, purché esse riescano
ad impegnare tutta la tua attenzione. Qualcuno piit abile ti insegnera
a conoscere le forze della natura; mi bastera di averti fatto saggiare le
tue.

Denis Diderot

La fisica, come la scienza, ¢ il prodotto di un processo storico. Cid non im-
plica, tuttavia, che essa debba essere studiata seguendo un percorso che ri-
produca le sequenze storicamente date, come solitamente avviene per lo
studio dei fenomeni elettromagnetici.

Lapproccio ipotetico - deduttivo, scelto per la trattazione dei fenomeni
elettromagnetici nel vuoto, privilegia 'unitarieta della descrizione teorica,
permette di porre naturalmente I'accento sugli aspetti concettuali ed epi-
stemologici e conferisce ad ognuno dei capitoli cosi sviluppati una quasi
completa autonomia: diventano quindi possibili letture parziali e percorsi
diversi da quello proposto.

Questa impostazione, tuttavia, non discende da una rigida scelta meto-
dologica. Sono stati ampiamente usati approcci fenomenologici, operativi
ed euristici nonché modelli suggeriti dalla conoscenza empirica dei feno-
meni o delle proprieta dei materiali. Particolare attenzione ¢ stata rivolta
alla valutazione degli ordini di grandezza.

Non & un manuale onnicomprensivo. La scelta e I'estensione degli argo-
menti ha seguito un percorso che parte da alcune riflessioni epistemologi-
che, rivisita la dinamica newtoniana, affronta il problema della trasforma-
zione delle coordinate, sviluppa la relativita ristretta ed approda infine alla
trattazione dei fenomeni elettromagnetici.

Alcuni argomenti sono stati trattati con un approccio non usuale:

o Il ‘tempo’ e considerato come una variabile matematica i cui valori,
dal punto di vista operativo, sono ‘mostrati’ (non misurati) dagli oro-



logi. Questa concezione del tempo, oltre ad essere ovviamente com-
patibile con le procedure sperimentali e 'interpretazione degli esperi-
menti, si dimostra particolarmente efficace nell’evitare 'insorgere (o
nel favorire il superamento) di rappresentazioni scorrette.

¢ Le trasformazioni di coordinate tra due sistemi di riferimento inerziali
sono ricavate seguendo due percorsi:

b attraverso un insieme di esperimenti ideali, basati sullo scambio
di segnali luminosi di durata idealmente nulla e sull'ipotesi del-
la costanza della velocita della luce; come risultati intermedi si
ottengono le formule della ‘dilatazione del tempo’ e della ‘con-
trazione delle lunghezze'. In questo contesto ¢ data una nuova
definizione operativa della lunghezza di un’asta in moto;

i utilizzando I'omogeneita e I'isotropia dello spazio, 'omogeneita
della variabile tempo, nonché un principio di invarianza ridot-
to (cinematico), si ottengono trasformazioni che possono esse-
re chiamate ‘trasformazioni di Lorentz generalizzate’; assumen-
do la velocita limite in esse contenuta uguale alla velocita del-
la luce nel vuoto, come richiesto dalle equazioni di Maxwell, si
ottengono le trasformazioni di Lorentz.

o Latrattazione deifenomeni elettromagnetici inizia dal sistema di equa-
zioni di Maxwell per il vuoto, integrato dall’espressione della forza di
Lorentz. Posto in rilievo il carattere intrinsecamente relativistico del-
la teoria di Maxwell - Lorentz, si procede all'integrazione del sistema
di equazioni di Maxwell in termini dei potenziali, prima in assenza di
sorgenti, poi tenendo conto delle medesime. Come caso particolare e
studiato il campo elettromagnetico generato da una carica puntifor-
me in moto qualunque; successivamente, quello di una carica pun-
tiforme in moto inerziale, utilizzando sia i potenziali ritardati, sia le
equazioni di trasformazioni dei campi e dei potenziali. Lelettrosta-
tica e la magnetostatica nel vuoto sono studiate come casi particola-
ri descritti dalle equazioni di Maxwell non dipendenti dalla variabile
tempo.

o Nella discussione sul rapporto tra descrizione ondulatoria e corpu-
scolare della luce si sottolinea come il formalismo ondulatorio ser-
va per descrivere il comportamento statistico dei fotoni. La tratta-
zione corpuscolare dell’effetto Doppler per la luce mostra che esso



¢ un fenomeno compiutamente descritto solo dalle equazioni della
dinamica relativistica. Si pone in rilievo come le trattazioni dei feno-
meni interferenziali (esperimento delle due fenditure) basate, rispet-
tivamente, sull’elettromagnetismo classico e sulla meccanica quan-
tica, presentino piu caratteristiche comuni di quanto comunemente
inteso.

o Le proprieta di polarizzazione della luce sono discusse anche dal pun-
to di vista corpuscolare ponendo in evidenza la connessione tra pola-
rizzazione di un'onda e spin dei fotoni.

o Sideduce una legge generale dell'induzione elettromagnetica di cui la
‘regola del flusso’ € solo un caso particolare. La legge generale racchiu-
de in sé le due origini, fisicamente distinte, della forza elettromotrice
indotta: la variazione temporale del campo magnetico e la compo-
nente magnetica della forza di Lorentz. In questo contesto, si studia
la fisica di un circuito in corrente continua la cui sorgente e costituita
da una forza elettromotrice indotta.

o Il manuale & completato da una cronologia che ripercorre le tappe
dello sviluppo storico dello studio dei fenomeni elettrici e magnetici,
dei fenomeni luminosi e di quelli connessi alla struttura della materia.

Un glossario descrive sinteticamente alcuni termini usati, ma non trattati
nel manuale.

Un’appendice matematica, curata da Giancarlo Campagnoli, fornisce gli
strumenti matematici necessari e sviluppa alcuni calcoli non contenuti nei
capitoli del manuale.

Sono state citate anche fonti presenti in rete non ostante la loro ‘volati-
lita’: la rete € ricca di testi (in lingua inglese) riguardanti, praticamente, tutti
i fenomeni fisici e costituisce pertanto un prezioso strumento di studio e di
lavoro. Si tratta solo di esercitare, nei loro confronti, uno spirito critico ade-
guato: quello stesso che, in realta, andrebbe esercitato anche nei confronti
dei testi a stampa.

Il nostro orientamento epistemologico ¢ sinteticamente esposto nel pri-
mo capitolo. In alcune citazioni emergono posizioni epistemologiche diver-
se: la lettura dei testi originali nella loro interezza accentua, talora, questa
diversita.

Una proficua lettura da parte degli studenti sara assicurata dalle cono-
scenze acquisite in un buon corso di Fisica della Scuola Secondaria e dalla
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padronanza dei concetti e degli strumenti fondamentali del calcolo vetto-
riale e dell’Analisi Matematica.

I manuali servono anche per la preparazione degli esami. Ci permet-
tiamo pertanto di suggerire allo studente di non trascurare le parti di testo
in carattere minore. Raccomandiamo inoltre la lettura del saggio di Enrico
Persico Che cos’e che non va? - riprodotto a pagina 499 - quale antidoto alla
tendenza a privilegiare gli aspetti formali della descrizione matematica ri-
spetto alla comprensione dei fenomeni in termini qualitativi - cosa succede
e perché - e alla capacita di valutarne gli ordini di grandezza.

Ringraziamo tutti coloro, colleghi e studenti, che hanno contribuito a
migliorare il risultato del nostro lavoro. In seguito ad una lettura parziale
del manoscritto, sono state preziose le osservazioni, le critiche, i suggeri-
menti e le segnalazioni di errori di Silvia d’Addezio, Giovanni Falcone, Cristi-
na Guanella, Olivia Levrini, Paoloantonio Marazzini, Barbara Mastracchio,
Ezio Mognaschi, Fabio Pavesi e Giorgio Samoggia. Sono state fonte di solle-
citazioni stimolanti le discussioni informali con (o seminari di) Silvio Ber-
gia, Giancarlo Campagnoli, Antonio Casella, Gianfranco Chiarotti, Mario
Guidone, Paolo Mascheretti, Francesco Melchiorri, Bruno Preziosi, Enrico
Santamato e Andrew Zangwill (via e - mail).

Un ringraziamento particolare & dovuto a Giancarlo Campagnoli per la
stesura delle appendici matematiche.

Saremo grati a tutti coloro che vorranno inviarci osservazioni e suggeri-
menti.

Giuseppe Giuliani

Ilaria Bonizzoni

Pavia, dicembre 2003.

giuseppe.giuliani@unipv.it
ilaria.bonizzoni@unipv.it

http://fisica.unipv.it/percorsi/
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Una lunga esperienza ha mostrato allo scienziato che diverse cose osta-
colano la via verso una risposta corretta. Ha scoperto che non e suffi-
ciente credere alle parole del suo vicino, ma che, se vuole essere sicuro,
deve essere in grado di verificare un risultato egli stesso. Pertanto, lo
scienziato e nemico di ogni autoritarismo. Inoltre, egli scopre che spes-
so fa degli errori e che deve imparare come evitarli. Non puo permet-
tersi alcun pregiudizio circa il tipo di risultato che otterra, né di farsi
influenzare da presunzioni favorevoli o preferenze personali.

Percy Bridgman






Capitolo I

Scienza e Fisica

La decisione di dedicarmi alla Scienza fu conseguenza diretta di una
scoperta, che non ha mai cessato di riempirmi di entusiasmo fin dalla
prima giovinezza: le leggi del pensiero umano coincidono con le leggi
che regolano la successione delle impressioni che riceviamo dal mon-
do intorno a noi, si che la logica pura puo permetterci di penetrare il
meccanismo di quest'ultimo. A questo proposito é di fondamentale im-
portanza che il mondo esterno sia qualcosa di indipendente dall'uomo,
qualcosa di assoluto.

Max Planck

I.1 Introduzione

Qual e lo scopo della Scienza?
Verso la fine dell’Ottocento Heinrich Hertz scriveva:

“Il problema piu diretto e, in un certo senso, il pilt importante,
che la conoscenza consapevole della natura ci permette di risol-
vere, & quello di poter anticipare gli eventi futuri, in modo tale
che noi possiamo predisporre le nostre faccende in accordo con
queste anticipazioni.” !

La preminenza data da Hertz alla capacita predittiva della Scienza ne sot-
tolinea il valore strumentale e/o applicativo. La “conoscenza consapevole

1H. Hertz, The principles of mechanics presented in a new form, Dover Publications, New
York, 1956, p. 1. Ristampa della prima edizione inglese del 1899. Dell’'opera di Hertz € ora
disponibile una traduzione italiana a cura di Giovanni Gottardi, Pavia, La Goliardica Pavese,
1996. Il corsivo € nostro.
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della natura”, da cui tale capacita deriva, costituisce lo scopo primario del-
la Scienza. Uno dei piu affascinanti compiti della ricerca storica & quello di
indagare come la specie umana abbia concepito la necessita di conoscere la
natura e abbia progressivamente sviluppato e parzialmente realizzato tale
progetto.

All'interno della Scienza, una particolare disciplina si identifica in primo
luogo in base all’oggetto di studio e, secondariamente, in funzione dei me-
todi di indagine e dei linguaggi utilizzati; oggetto, metodi e linguaggi evol-
vono nel corso della storia. Oggi la Fisica si occupa delle proprieta fonda-
mentali della ‘materia’ su dimensioni che vanno da quelle delle particelle
elementari a quelle del Cosmo; nel suo campo d’indagine affondano alcune
delle loro radici altre discipline come la Chimica e la Biologia.

A partire dal XVI secolo, lo sviluppo della Tecnica e la progressiva diffu-
sione di metodi di indagine fondati sull’esperimento e sulla misura quanti-
tativa hanno dato avvio ad un profondo mutamento nella Scienza. Le sol-
lecitazioni provenienti dalla Tecnica hanno aperto nuovi campi di ricerca
e 'esperimento ha iniziato a svolgere un fondamentale ruolo propulsivo
nell’acquisizione di nuove conoscenze.

Analizzando lo sviluppo della Scienza negli ultimi quattro secoli si puo
individuare un primo periodo caratterizzato dal ruolo trainante della Tecni-
ca: nell’lambito della Fisica, questo periodo culmina con I'invenzione della
macchina a vapore (seconda meta del Settecento). L'Ottocento costituisce,
per tutte le discipline scientifiche, un secolo di transizione in cui il ruolo pri-
mario, all'interno del rapporto Scienza - Tecnica, viene progressivamente
assunto dalla Scienza.

Oggi la Scienza e la Tecnica sono intimamente connesse e, nella pratica
quotidiana, sono inestricabilmente fuse nella Tecno - Scienza.> Luso dif-
fuso delle nuove tecnologie ha modificato la struttura economica, sociale
e culturale delle societa sviluppate e introdotto significative mutazioni nel-
I'ecosistema. Lefficacia strumentale della Tecno - Scienza rischia di creare
I'illusione che essa possa risolvere tutti i problemi che la nostra specie ha
oggi di fronte.

Solo se le generazioni future riscopriranno la ‘conoscenza consapevole
della natura’ e la coltiveranno come un bene prezioso, si recupereranno le
tracce della Scienza che entusiasmava Planck e di cui parlava Hertz.

2In questo termine la Tecnica precede la Scienza solo per ragioni fonetiche.
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Secondo la Reale commissione Britannica sui veicoli a motore del 1908,
il problema pii serio legato a questa tecnologia era la polvere sollevata
dalle strade non asfaltate.

David Collingridge

I.2 Le tre componenti della Scienza

E’ ormai un luogo comune affermare che la Scienza moderna & nata e si e
sviluppata quando fu riconosciuto il ruolo fondante e propulsivo dell’espe-
rimento; ciononostante, molte ricostruzioni storiche hanno di fatto trascu-
rato il ruolo della sperimentazione e della misura quantitativa. Non si tratta
di rovesciare questa impostazione, relegando in una posizione marginale
la componente teorica: € necessario invece riconoscere le tre componen-
ti costitutive della Scienza - filosofica, sperimentale e teorica — e valutarne
adeguatamente i rispettivi ruoli, senza lasciarsi fuorviare dalle contingenze
storiche, che hanno visto la prevalenza di una di esse.

Le crescenti applicazioni tecniche e la progressiva trasformazione del-
la Scienza in un fenomeno sociale hanno contribuito a oscurarne il valore
conoscitivo e, quindi, il substrato filosofico. Due ordini di considerazioni
mostrano che la Scienza possiede un substrato filosofico: a) la risposta alla
domanda ‘che tipo di conoscenza produce la Scienza?’ puo essere data solo
sulla base di riflessioni tradizionalmente considerate come filosofiche; b) la
Scienza si e sviluppata sulla base di opzioni realiste di fondo: anche que-
sti presupposti sono stati e sono oggetto di un dibattito tradizionalmente
considerato come filosofico. Dunque, a meno di negare il valore conoscitivo
della Scienza e/o di ignorarne lo sviluppo storico, non si puo eludere una
riflessione filosofica sulla Scienza.

I.3 Ipresuppostidella Scienza

Lanalisi storica mostra che la Scienza si e sviluppata sulla base di tre pre-
supposti:
P1 Esiste un mondo, indipendente dall osservatore, di cui ['osservatore fa par-
te.

Su questo presupposto si sono radicati altri due postulati:
P2 Ogni evento ha una causa (principio di causalita).

P3 1l funzionamento del mondo é costante nel tempo (riproducibilita dei
fenomeni).
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Questi tre postulati sono, dal punto di vista epistemologico, diversi: il
primo puo essere sostenuto con argomenti razionali; e, sebbene sia stato
posto in discussione con argomentazioni di vario genere, sovente al limite
del paradosso, costituisce il fondamento della Scienza e del senso comune.
Il principio di causalita e certamente pilt problematico; tuttavia, la ricerca
di connessioni causali € stata una caratteristica fondamentale della Scienza
ed uno dei principali motori del suo sviluppo. Infine il terzo postulato &
stato, sinora, corroborato sia dalla pratica scientifica sia — piu in generale —
dall’esperienza umana.

I1.3.1 Fisicae realta

La storia della fisica ci mostra in ogni pagina che questo difficilissimo
compito fu sempre risolto ammettendo un mondo reale indipendente
dai sensi umani, e non c’e dubbio che sara cosi anche in futuro. Oltre
al mondo sensibile ed al mondo reale c’e ancora, ed occorre tenerlo ben

distinto dagli altri due,
il mondo quale ce lo presenta la Scienza fisica: l'immagine fisica del

mondo. Questo terzo mondo, contrariamente agli altri due, é stato
creato coscientemente per un determinato scopo dallo spirito umano,
e percio varia e va soggetto ad un certo sviluppo.

Max Planck

Laccettazione del postulato fondamentale del realismo (P1), fa sorgere im-
mediatamente il problema del rapporto tra mondo, descrizioni (teorie) e
immagine del mondo. Per immagine del mondo intendiamo una descrizio-
ne del mondo o di sue parti che utilizza asserzioni ontologiche, che fa cioé
affermazioni sull’esistenza di qualcosa.

Le descrizioni della Fisica tendono ad assumere la forma di teorie mate-
matizzate in cui sono usati, tra I’altro, due tipi di concetti: le entita teoriche
e le grandezze fisiche.

Le entita teoriche fondamentali della Fisica del Novecento sono quelle
di particella, onda e campo. Altre entita teoriche sono, per esempio, quella
di atomo, protone, elettrone, ecc....Le grandezze fisiche sono concetti che
permettono di descrivere proprieta delle entita teoriche o interazionio re-
lazioni tra esse e sono caratterizzate dal fatto di poter essere, in generale,
sottoposte a misura. Per esempio i concetti di massa, carica, spin, momento
magnetico sono grandezze fisiche che descrivono proprieta dell’elettrone o
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di altre particelle; il concetto di forza permette di descrivere l'interazione,
per esempio, di due elettroni; quello di velocita descrive invece una rela-
zione tra due entita teoriche: il corpo considerato in moto e il sistema di
riferimento rispetto al quale il corpo & in moto.

Le posizioni realiste in Fisica possono essere suddivise in tre classi: rea-
lismo delle teorie, realismo delle entita teoriche, realismo delle grandezze
fisiche. Il realismo delle teorie € caratterizzato dalla convinzione che le teo-
rie descrivano cio che effettivamente accade nel mondo e implica il reali-
smo degli altri due tipi. Il realismo delle entita teoriche ritiene che alcune o
tutte le entita teoriche usate dalle teorie esistano nel mondo; quindi rispon-
de, non sempre negativamente, a domande del tipo: esiste I'elettrone, esiste
I'onda elettromagnetica...? Infine, il realismo delle grandezze fisiche, che
presuppone il realismo delle entita teoriche, € caratterizzato dalla credenza
che alcune o tutte le grandezze fisiche usate da una teoria siano proprieta
reali delle entita teoriche (considerate esistenti) cui sono associate.

Al realismo delle teorie sono state mosse obiezioni di vario tipo. Innan-
zitutto: per affermare che una teoria descrive esattamente ‘cio che accade
nel mondo’ dovremmo conoscere ‘cid che accade nel mondo’ indipenden-
temente dalla teoria in questione. Una seconda obiezione nasce dalla co-
statazione che uno stesso gruppo di fenomeni puo essere (e, di fatto, e stato)
descritto da teorie diverse. Anche a questa obiezione non si puo rispondere
se si richiede che le teorie siano ‘copie’ del mondo. A queste obiezioni se ne
aggiunge una terza: il realismo delle teorie implica il realismo degli altri due
tipi, perché deve necessariamente asserire che tutte le entita teoriche usa-
te dalle teorie esistono e futtele grandezze fisiche sono proprieta reali delle
entita teoriche cui sono associate. Tuttavia, come vedremo, le asserzioni on-
tologiche non discendono logicamente dalla conoscenza acquisita, ma sono
solo rese plausibili da essa. Il realismo delle teorie € quindi intrinsecamente
insostenibile.

I1.3.2 Ilruolo della misura

Da un punto di vista matematico, l'aspetto piit importante di ogni
fenomeno e quello di una grandezza misurabile.
James Clerk Maxwell

La misura & un insieme di procedure sperimentali che permettono di attri-
buire ad una grandezza fisica - dopo averne fissata I'unita di misura - un va-

5
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lore piti 0 meno definito, esprimibile mediante un numero accompagnato
da un margine di errore.

Consideriamo la misura di una grandezza fisica G associata ad una en-
tita teorica E effettuata mediante un apparato A (parte superiore della figura
I.1).

| ANALISI DELLA MISURA |

Entita teorica E = :> Misura di
U

Il mondo esiste S>> U

U
Proprieta* diun

Immagine del mondo === U

Proprieta* diun| OGGETTO

Figural.l. ipuntiche separano la parte inferiore della figura da quella superio-
re ricordano che I'immagine del mondo non discende logicamente dalla cono-
scenza acquisita, anche se deve essere compatibile con essa; I'asterisco ricorda
che le proprieta del quid o dell’oggetto possono essere diverse da quelle descritte
dalla teoria.

Nell’ambito di una determinata teoria o di una descrizione basata sulla co-
noscenza acquisita, 'esito della misura dipende dal rapporto o dall'intera-
zione tra I'entita teorica e lo strumento di misura (considerato anch’esso
come un’entita teorica) e non puo, in nessun caso, essere interamente at-
tribuito allo strumento. Se la misura consiste nell'interazione tra I’entita
teorica e lo strumento di misura, lo stato dello strumento e modificato dal
processo di misura e la modifica dello stato e, per esempio, indicata dallo
spostamento di un indice o dalla variazione di un numero. Anche il valo-
re della grandezza fisica misurata &, in generale, modificato dal processo di
misura.

Per esempio, nella misura della corrente di un circuito mediante un
amperometro, I'inserimento dell’amperometro nel circuito ne aumen-
ta la resistenza e, quindi, ne diminuisce la corrente.
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Sulla base del postulato P1, l'esito della misura riflette una proprieta del
mondo che deve essere attribuita, come Pg,, ad un quid (Qg) che, nel mon-
do, corrisponde all’entita teorica E considerata. Il guid puo essere molto di-
verso dall’entita teorica E cui corrisponde; analogamente, la proprieta Pg,
del quid puo essere molto diversa da quella descritta dalla grandezza fisica
Gg. Cio significa che la misura di una grandezza fisica non assicura la sua
realta, né quella dell’entita teorica cui e associata.

I.3.3 Immagini del mondo

E quando ai Fisici, gia sopraffatti dalla complicazione del meccanismo
ideato, si chiede se i nuovi enti, ch'essi maneggiano come cose vive, ab-
biano un’esistenza obbiettiva o rappresentino solo un mezzo economi-
co e provvisorio d'indagine, la immensita del problema li sgomenta e
li dissuade dalla elaborazione scientifica di una risposta qualsiasi. E
rinunziando alla qualita d'uomini di scienza, ma ubbidendo solo alle
proprie tendenze sentimentali, precipitano la loro opinione cosi come
se giudicassero di un problema di religione o di politica o di estetica.
Orso Mario Corbino

L'accettazione del postulato P1 implica, quindi, che una misura significa-
tiva fornisce informazioni sulle proprieta del mondo e sulla sua struttura.
A questo livello di analisi, € possibile solo stabilire corrispondenze tra en-
tita teoriche e quid, grandezze fisiche e proprieta dei quid. Per procedere
oltre, € necessario costruire una immagine del mondo mediante asserzio-
ni sull’esistenza delle entita teoriche usate dalle teorie e sulla realta delle
grandezze fisiche ad esse associate. Tali asserzioni, pur non derivando lo-
gicamente dall’insieme della conoscenza acquisita, debbono essere con essa
compatibili. E’, per esempio, compatibile con l'intera conoscenza acquisita
I'asserzione che esiste I'elettrone: cio significa che pensiamo esista un ente
le cui proprieta sono, perlomeno, in corrispondenza con quelle specificate
dall'insieme delle nostre conoscenze teoriche e sperimentali.® Tale ente ha
dimensioni molto ridotte (< 10~'8 m) e — perlomeno — & dotato di proprie-
ta che sono in corrispondenza con la massa, la carica, il momento angolare
e il momento magnetico dell’entita teorica elettrone. A ciascuna di queste

3Come contro - esempio, si pensi all'Etere, entita teorica largamente usata nell’Ottocento:
asserire la sua esistenza non € oggi compatibile con la conoscenza acquisita.
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proprieta corrispondono insiemi di comportamenti dell’elettrone descritti
dalla teoria e osservabili sperimentalmente.

Un’entita teorica descritta come esistente in una immagine del mondo
puo essere considerata un oggetto, per sottolineare il fatto che essa non dif-
ferisce sostanzialmente dagli oggetti della vita quotidiana (parte inferiore
della figura I.1).

A cosa serve un'immagine del mondo? Ha, innanzitutto, un valore cono-
scitivo, perché — nei limiti di attendibilita della conoscenza acquisita e delle
asserzioni ontologiche compatibili con essa — mostra come e fatto il mondo
e come funziona. L'immagine del mondo ha, come la conoscenza acquisita
da cui deriva, carattere storico, e quindi varia nel tempo; tuttavia I'attendi-
bilita delle sue componenti pili antiche cresce con il tempo e queste tendo-
no a divenire pil stabili della stessa conoscenza acquisita da cui derivano.
Per esempio, le teorie che descrivono il comportamento dell’elettrone sono
cambiate nel tempo e non possiamo escludere che mutino ancora; confi-
diamo tuttavia che 'elettrone — come oggetto — continuera a far parte delle
immagini del mondo che verranno.

Limmagine del mondo costituisce inoltre il fondamento di ogni prati-
ca scientifica: guida lo sperimentatore in laboratorio e svolge un ruolo eu-
ristico nella riflessione teorica; nella versione socializzata, costituisce uno
strumento di interpretazione e organizzazione dell’esperienza e di guida
comportamentale.

[...] In fisica dobbiamo ritenere a buon diritto che il quadro attua-
le, benché ancora variamente colorato, a seconda dell'individualita
del ricercatore, contenga gia alcuni tratti che non potranno essere

cancellati, qualsiasi rivoluzione avvenga in
natura o nello spirito umano. Questa entita costante, indipendente da

ogni individualita umana e da ogni intelletto, é appunto cio che noi
chiamiamo realta. |[...] Certamente non c’e nessuna regola generale
che ci permetta di stabilire fino a che punto ci sia lecito spingere la no-
stra fiducia di avere fin d’ora fissato i tratti della futura immagine fisica
del mondo.

Max Planck
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I.3.4 Teoriaed esperimento

Lo sviluppo storico della meccanica quantistica illustra, pertanto, la
distinzione fra contesto di scoperta e contesto di giustificazione; di-
stinzione che deve venir fatta per tuttii generi di ricerca scientifica. La
strada della scoperta corre attraverso una “serie di inferenze che sono
profondamente avvolte nell'oscurita dell'indovinare istintivo’, se mi é
permesso applicare qui una frase che Schrédinger mi rivolse in una sua
lettera, scritta alcuni anni prima delle sue grandi scoperte nel campo
della meccanica quantistica. Una volta poi che una teoria é stata co-
struita, essa va giudicata entro il contesto di giustificazione, vale a dire
mediante l'evidenza induttiva a essa conferita dal successo empirico.
Hans Reichenbach

IlIrapporto tra descrizione teorica ed osservazione sperimentale € assai com-

plesso e puo essere studiato da diversi punti di vista. E’ opportuno distin-

guere il contesto della scoperta dal contesto della giustificazione. 11 contesto

della scoperta é caratterizzato dal fatto che, in generale, lo scienziato non si

preoccupa di rispettare regole metodologiche comunemente condivise.
Con le parole di Bridgman:

Una lunga esperienza ha mostrato allo scienziato che diverse cose
ostacolano la via verso una risposta corretta. Ha scoperto che non
e sufficiente credere alle parole del suo vicino, ma che, se vuole essere
sicuro, deve essere in grado di verificare un risultato egli stesso. Per-
tanto, lo scienziato & nemico di ogni autoritarismo. Inoltre, egli scopre
che spesso fa degli errori e che deve imparare come evitarli. Non puo
permettersi alcun pregiudizio circa il tipo di risultato che otterra, né
di farsi influenzare da presunzioni favorevoli o preferenze personali.

[...]

Nell’attacco al suo problema specifico egli non soffre di alcuna inibi-
zione dovuta a casi precedenti o autorita, ma € completamente libero
di adottare qualunque percorso il suo ingegno sia in grado di suggerir-
gli. Nessuno puo predire cio che il singolo scienziato fara o che meto-
do seguira. In breve, la scienza & cio che gli scienziati fanno e ci sono
tanti metodi scientifici quanti scienziati.*

I contesto della scoperta rimanda alla necessita di un’'indagine storica per
cercare di comprendere come osservazioni, concetti, ipotesi, esperimen-

4p Bridgman, Reflections of a physicist, Philosophical Library, New York, (1955), pp. 82 - 83.
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ti e teorie sono emersi e sono stati correlati nel corso dello sviluppo della
scienza. Questa indagine deve essere sorretta da una epistemologia, senza
la quale la ricostruzione storica rischia di essere cieca.

Nel contesto della giustificazione, il rapporto tra teoria ed esperimen-
to deve essere considerato alla luce di regole metodologiche comunemente
condivise: questo insieme di regole non scritte €, a sua volta, oggetto di in-
dagine storica (oggi anche sociologica) perché, il ‘metodo della scienza’ o
meglio i ‘metodi delle scienze’ intesi appunto come insieme di regole me-
todologiche largamente condivise dalle comunita scientifiche disciplinari
variano nel tempo.

Nella sezione VII.4 (pagina 230) si da, forse, un'idea della complessita
del rapporto esperimento - teoria - esperimento discutendo un argomento
circoscritto, ma, da questo punto di vista, esemplare: la struttura della riga
H, dello spettro dell’atomo di idrogeno.

I problemi connessi al rapporto tra teoria ed esperimento affiorano an-
che in altre pagine del manuale. Il lettore interessato sapra cogliere questi
spunti di riflessione.
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Sistemi inerziali

II.1 Spazio e tempo

Anche il tempo non esiste per sé, ma dalle cose stesse deriva il senso di
cio che si é svolto, di cio che é presente, di cio che seguira. Bisogna rico-
noscere che nessuno avverte il tempo per sé, separato dal movimento e
dalla placida quiete delle cose.

Lucrezio

Il tempo del primo libro é il tempo della nostra intuizione interna. Esso
e quindi una grandezza, dalla cui variazione possono essere pensate
dipendere le variazioni delle rimanenti grandezze considerate, mentre
esso rimane di per se stesso una variabile indipendente.

Heinrich Hertz

Sulla base delle considerazioni sviluppate nelle sezioni precedenti, € op-
portuno svolgere alcune riflessioni sui concetti di spazio e di tempo con
I'obiettivo minimo di precisarne 1'uso che ne faremo.

E’ innanzitutto essenziale distinguere le concezioni dello spazio e del
tempo usate nelle teorie da quelle derivanti da una interpretazione realista
delle stesse: questa non e legittimata dal fatto che le predizioni delle teo-
rie — basate su una determinata descrizione dello spazio e del tempo — so-
no in accordo con I'esperimento. Per esempio: il fatto che una teoria della
gravitazione basata su uno spazio - tempo curvo sia in accordo con 'espe-
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rimento, non ci autorizza a credere che I'Universo sia effettivamente “collo-
cato” in uno spazio - tempo quadridimensionale dotato di quelle caratteri-
stiche. Infatti, la conformita di una teoria con I'’esperimento non implica né
che la teoria descriva esattamente come funziona il mondo, né che le entita
teoriche utilizzate dalla teoria esistano.

Per descrivere tutti i fenomeni fisici, che non coinvolgano interazioni
gravitazionali, si assume come postulato che essi si svolgano in uno spa-
zio tridimensionale, omogeneo e isotropo. Supporre lo spazio omogeneo
significa che qualunque sua regione ¢ indistinguibile dalle altre: dal pun-
to di vista della Fisica, cio comporta che un sistema fisico isolato presenta
gli stessi fenomeni qualunque sia la regione dello spazio in cui esso ¢ col-
locato.! Supporre lo spazio isotropo significa che tutte le sue direzioni sono
equivalenti: se si considera un sistema fisico isolato, cid comporta che esso
presenta gli stessi fenomeni comunque sia orientato nello spazio.

Gli oggetti che occupano porzioni di spazio interagiscono con modalita
che la Fisica cerca di descrivere: le interazioni sono la causa dei fenomeni,
cioeé dei mutamenti che osserviamo negli oggetti stessi e/o nella loro posi-
zione spaziale.” Lacquisizione del concetto di mutamento o variazione ha
generato quello di tempo.

Il tempo, nella Fisica pre - relativistica, puo essere definito come una
variabile t assunta convenzionalmente come positiva, che permette di de-
scrivere, mediante una funzione f(t), le variazioni di una grandezza fisica
o, mediante la funzione vettoriale 7(t), la variazione di posizione di un og-
getto. Nella Fisica relativistica, il tempo € invece trattato come una delle
quattro coordinate di un continuo quadridimensionale.

La variabile t della Fisica pre - relativistica puo essere simulata da uno
strumento dotato - secondo la teoria che descrive il suo funzionamento - di
una proprieta misurabile che sia funzione lineare o periodica della variabile
¢.3 Tali strumenti, come & noto, sono chiamati ‘orologi’: I'adeguatezza degli
orologi a svolgere la loro funzione & stabilita dall’esperienza. Usualmente

1La supposta omogeneita dello spazio (‘piano’) richiede che esso sia illimitato: se cid non
fosse, le regioni ‘prossime ai confini’ non potrebbero essere equivalenti alle regioni ‘interne’.
Un esempio di spazio ‘curvo’ limitato e omogeneo € quello bidimensionale di una superficie
sferica.

2La posizione spaziale di un oggetto pud mutare anche se esso non € sottoposto ad alcuna
interazione.

Sp’ possibile usare una grandezza fisica la cui dipendenza dalla variabile ¢ sia diversa,
purché indicata dalla teoria. Tali grandezze non sono tuttavia convenienti dal punto di vista
pratico.
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si dice che “il tempo € misurato dagli orologi”, cosi come, per esempio, “la
corrente e misurata dagli amperometri”. C’e, tuttavia, una differenza fonda-
mentale. Un amperometro misura una proprieta di un quid distinto da sé e
il processo di misura é costituito da un’interazione fra il quid e 'amperome-
tro: lo stato dell’amperometro viene modificato dal processo di misura. Gli
orologi, invece, mostrano semplicemente i loro numeri o la posizione delle
loro lancette. Nel caso in cui il funzionamento di un orologio si basi su un
fenomeno periodico, I'orologio conteggia il numero dei periodi del fenome-
no: a tale numero sono correlati, mediante proporzionalita diretta, i numeri
mostrati dall’orologio o la posizione delle sue lancette. E’ in questo modo
che gli orologi simulano la variabile ¢, chiamata tempo: il tempo non viene
misurato, ma semplicemente mostrato da un orologio.

Gli orologi usati normalmente, nella vita quotidiana e in laboratorio,
sono strumenti basati su fenomeni periodici: per esempio, gli orolo-
gi con oscillatori al quarzo (pagina 416) o gli orologi atomici (pagi-
na 59). Tipicamente, questi orologi mostrano una sequenza discreta
e crescente di numeri che corrispondono a multipli del loro periodo
fondamentale. Un orologio che simula con continuita una variabile
matematica, puo essere realizzato facendo scorrere, su un tratto pia-
no e di moto rettilineo uniforme, un rotolo di carta millimetrata: la
direzione di moto individua 'asse della variabile ¢. In direzione per-
pendicolare a questo asse, un pennino segna sulla carta un valore pro-
porzionale a quello della grandezza fisica F misurata. Il risultato & il
grafico della funzione F(f). Strumenti di questo tipo erano ampia-
mente utilizzati in laboratorio e per applicazioni industriali. Ora si
tende a sostituirli con sistemi di acquisizione (discreta) di dati basati
sull’'uso di elaboratori.

Il funzionamento di un orologio puo essere modificato da un’interazione
dell’orologio con un altro sistema fisico, per esempio la Terra: I'interazione
€, in questo caso, di tipo gravitazionale. Come per ogni altro strumento,
€ necessario conoscere come funziona un orologio e come interazioni con
altri sistemi fisici ne possano influenzare il funzionamento.

II.1.1 Costruzione di una funzione f(7)

Consideriamo un sistema fisico a riposo nel sistema di riferimento del la-
boratorio e sia T una sua grandezza fisica, per esempio la sua temperatura.
Se T varia, possiamo descrivere le sue variazioni in funzione della variabi-
le tempo. Dopo aver collocato un orologio nelle vicinanze del sistema fisi-
co in esame, eseguiamo una misura di 7, per esempio con un termometro,
in corrispondenza di un numero #; mostrato dall’orologio: otteniamo cosi
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due numeri T e t; che sono stati messi in relazione dall’operazione che ab-
biamo eseguito. Ripetendo I'operazione per un numero sufficiente di volte,
possiamo tracciare un grafico T'(¢). In questa descrizione, abbiamo implici-
tamente usato il concetto di simultaneita locale:* la lettura del numero mo-
strato dall’orologio deve essere simultanea con quella del numero mostrato
dal termometro con cui effettuiamo la misura della temperatura.

I1.1.2 Ladurata di un fenomeno

Per definire la durata di un processo fisico o fenomeno & necessario indivi-
duare 'inizio e la fine del fenomeno, cioe definirne I'’evento iniziale e I'even-
to finale. Evento € qualcosa che accade in un punto dello spazio ad un certo
istante. Se t; e ty sono gli istanti di tempo associati, rispettivamente, agli
eventi iniziale e finale, la durata del fenomeno & datada At = ty — ¢;. I valori
di #; e ty sono letti su un orologio. La durata del fenomeno dipende dalla
definizione dell’evento iniziale e finale: definiti questi, la durata € una pro-
prieta del fenomeno in esame ed & una grandezza fisica misurabile. Mentre
gli orologi non misurano alcunché, con gli orologi si misurano le durate dei
fenomeni, leggendo su di essi i numeri corrispondenti agli eventi iniziale e
finale.

I1.2 Sistemi di riferimento inerziali: I

Un corpo che non é sottoposto a forza alcuna non pud che muoversi di
moto rettilineo ed uniforme. E’ questa una verita che si impone a prio-
ri alla nostra mente? Se cosi fosse, come avrebbero potuto i Greci igno-
rarla? Come avrebbero potuto credere che il movimento cessa quando
viene a mancare la causa che l'ha prodotto? O ancora, che ogni corpo,
se nulla lo ostacola, assumera un moto circolare, il piit nobile di tuttii
movimenti?

Henri Poincaré

Le leggi della Fisica sono formulate relativamente ad un sistema di riferi-
mento. Per sistema di riferimento si intende un corpo rigido cui € associato
un sistema di coordinate, per esempio una terna di assi cartesiani ortogo-

411 concetto di simultaneita locale & primitivo: non & definibile e deve essere considerato
come una comune acquisizione del nostro patrimonio culturale. La simultaneita qui usata
si dice locale perché relativa ad eventi che accadono nello stesso punto.
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nali. Un tipico sistema di riferimento & costituito dal laboratorio in cui si
effettuano esperimenti o osservazioni.

Si definisce inerziale (SRI) un sistema di riferimento in cui un corpo,
non sottoposto ad alcuna forza derivante dalla interazione con altri corpi, si
muove di moto rettilineo uniforme o é in quiete. Questa definizione non ha
significato operativo, perché non e possibile individuare una procedura spe-
rimentale che permetta di stabilire se sul corpo agisca una forza. Tuttavia, e
possibile valutare se sul corpo agisce una forza basandosi sulla conoscenza
del contesto in cui si opera.

Un laboratorio collocato sulla Terra &, con buona approssimazione, un
sistema inerziale. Ad eccezione degli ultimi decenni, in cui misure di va-
rio tipo sono state effettuate in laboratori in orbita intorno alla Terra o in
navicelle spaziali in caduta libera® nello spazio, la Fisica si & sviluppata in
laboratori terrestri. Ritorneremo su questo argomento nella sezione I1.11
(pagina 64).

Se esiste un sistema inerziale, ne esistono infiniti: quelli che si muovono
di moto rettilineo uniforme rispetto ad esso.

Svolgeremo le nostre argomentazioni in relazione a due SRI, K e K,
aventi le seguenti caratteristiche: assi paralleli ed equiversi; K’ in moto ret-
tilineo uniforme, rispetto a K, con velocita V lungo la direzione positiva
dell’asse x = x'.

A
Az 2
K K'
y / y'
—> x=x='
\%

FiguralIl.l. coppia di sistemi di riferimento inerziali. Si veda il testo.

La scelta di questa particolare coppia di SRI semplifica la trattazione for-
male, ma non limita la sua generalita, grazie ai postulati della omogeneita
e isotropia dello spazio: considerata infatti una qualunque coppia di SRI &

5Un corpo si dice in ‘caduta libera’ quando il suo moto & univocamente determinato,
prescindendo dalle condizioni iniziali, da un campo gravitazionale.
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sempre possibile ricondurla a quella scelta mediante opportune rotazioni e
traslazioni.

I1.2.1 Definizione operativa di lunghezza

Per definizione operativa di una grandezza fisica si intende I'insieme delle
procedure necessarie per misurarla. Di ogni grandezza fisica, si puo dare,
in generale, pit di una definizione operativa: ognuna di esse deve essere
coerente con la definizione concettuale.

Per esempio, se definiamo la lunghezza di un'asta a riposo come la di-
stanza tra i suoi punti estremi, due possibili definizioni operative sono le
seguenti. E’ possibile misurare la lunghezza di un’asta a riposo in un SRI
mediante I'uso di un regolo campione, oppure, operando nel vuoto (in aria),
si puo procedere nel modo seguente.

Specchio

A B
Figura I1.2. definizione operativa di lunghezza mediante I'uso di lampi di luce
di durata idealmente nulla.

Nell’estremo A dell’asta sono posti una sorgente di luce ed un orologio; nel-
I'estremo B e invece collocato uno specchio. Dall’estremo A viene lanciato
verso B un lampo di luce di durata idealmente nulla; il lampo viene istanta-
neamente riflesso dallo specchio in B e ritorna in A. Se c & la velocita della
luce - supposta nota e identica in entrambe le direzioni per I'isotropia dello
spazio - e t; e t, gli istanti di tempo corrispondenti alla partenza del lampo
da A ed al suo ritorno in A, la lunghezza I dell’asta &:°

h—1n
2

l=c

Questa procedura, che riduce la misura di una lunghezza a quella di una
durata, cioe di un intervallo di tempo, € estensibile anche alla misura della
lunghezza di un’asta in moto (sezione I1.5.2, pagina 33).

6Si osservi che la misura della velocita della luce presuppone la misura di una lunghezza
effettuata con il metodo tradizionale del regolo campione.
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I1.2.2 Definizione operativa di velocita

Consideriamo un oggetto che si muova a velocita costante: per esempio un
treno che si muova in linea retta sulle rotaie di una ferrovia. In questo caso, il
sistema di riferimento del ‘laboratorio’ € costituito dalle rotaie. Collochiamo
due orologi identici in due punti A e B delle rotaie e assicuriamoci che siano
sincronizzati. La sincronizzazione dei due orologi puo essere effettuata in
due modi distinti.

o Collochiamo i due orologi in A e operiamo sulle loro manopole di re-
golazione in modo tale che essi mostrino simultaneamente lo stesso
numero; trasportiamo ora uno dei due orologi in B. Questo proce-
dimento di sincronizzazione si basa sul presupposto che il funziona-
mento degli orologi non sia influenzato dalla loro velocita e/o dalla
loro accelerazione.

o Dopo aver collocato un orologio in A e l'altro in B, viene inviato un
segnale luminoso - un lampo di durata idealmente nulla - da A verso
B: all'orologio in B e rigidamente fissato uno specchio che riflette il
segnale luminoso verso A. Sia #; il numero mostrato dall’orologio in
A quando il lampo di luce parte da A e £, il numero mostrato dall’o-
rologio in A quando il lampo di luce ritorna in A. L'orologio in B, per
sincronizzarsi con I'orologio in A, deve, per esempio, regolarsi sul nu-
mero 0 in coincidenza con 'arrivo del segnale in B; I'orologio in A si
dovra allora regolare sul numero (0 + (£ — ;)/2) quando il lampo ri-
torna in A. Implicitamente si € assunto che la velocita della luce sia la
stessa in entrambe le direzioni, cioe che lo spazio sia isotropo.

Siamo ora in grado di dare la definizione operativa di velocita del treno.
Quando la testa del treno passa da A 'operatore che si trova in A legge il
numero f4 mostrato dal suo orologio; I'operatore posto in B legge il nume-
ro tp mostrato dal suo orologio quando la testa del treno giunge in B. La
velocita del treno e data, per definizione, da:

1
Ctg—ta

dove [ eladistanzatra A e B, previamente misurata. tg—t4 fornisce la durata
del fenomeno costituito dal mutamento di posizione del treno il cui evento
iniziale e ‘testa del treno in A’ e il cui evento finale e ‘testa del treno in B’. Si
osservi come nel definire la velocita del treno abbiamo in realta definito la
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velocita del punto ‘testa del treno’, con I'ipotesi implicita che tuttii punti del
treno abbiano la stessa velocita.

Alternativamente, avremmo potuto definire la velocita del treno nel mo-
do seguente. Con un solo orologio collocato in un punto delle rotaie, per
esempio in A, registriamo gli istanti in cui la testa e la coda del treno passa-
no in A: siano essi, rispettivamente, tr e tc. Allora, se la lunghezza del treno
e ltreno, la velocita del treno sara definita da:

_ Lireno

- (I1.1)
tc—1tr
Nella sezione I1.5.2 (pagina 33) vedremo che la lunghezza /;;.,, non coinci-
de con quella - [y - misurata da un passeggero in quiete sul treno.
Si osservi infine che se il moto del treno non & uniforme, la definizione
operativa data e quella di velocita media.

I1.2.3 Come si misura I’accelerazione

Gli strumenti che permettono misure di accelerazione si chiamano accele-
rometri. Il loro funzionamento si basa sulla legge F = ma e sulla legge di
Hooke F = —kAx che descrive le deformazioni elastiche.

Ax>0
—_—
S a
OO0 ——o ™
<—
a
Base

v

Figura II.3. schema dell’accelerometro.

In figura I1.3 € mostrato il principio di funzionamento degli accelerometri.
I corpo di massa m € collegato ad una base mediante la molla S e, ideal-
mente, puo scorrere sul piano della base senza attrito. Se la base viene sot-
toposta ad una accelerazione costante a verso sinistra, la molla si tende e
la sua massima estensione Ax € legata all’accelerazione impressa alla base
dalla relazione m
Ax=—-——a

k

I diversi tipi di accelerometro si differenziano in base al sensore utilizzato

per misurare Ax o la forza esercitata dalla molla.
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I1.3 Le trasformazioni di Galileo

Le trasformazioni di Galileo costituiscono una risposta alla domanda: co-
me si trasformano le coordinate spaziali di un punto dello spazio quando
si passa da un SRI ad un altro (da K a K')? 1l problema, cosi formulato,
presuppone 'assunzione implicita che, indicato con ¢ I'istante di tempo as-
sociato ad un evento osservato da K e con t’ I'istante di tempo associato
allo stesso evento da K’, sia t = ¢’ per qualunque evento. Questa assunzio-
ne verra lasciata cadere dalla teoria della relativita ristretta (TRR). Sia per
operare in vista di questa prospettiva, che per rendere esplicita I’assunzione
sugli istanti di tempo associati da diversi SRI agli stessi eventi, sara inclusa
nelle trasformazioni di Galileo anche quella relativa alla variabile tempo.

Le trasformazioni di Galileo si ricavano considerando la coppia di SRI
K e K’ definiti a pagina 15. Per semplificare le formule, si pud supporre che,
ad un determinato istante (¢ = 0), le origini dei due sistemi di riferimen-
to coincidano: questa scelta particolare, grazie alla presupposta omogenei-
ta dello spazio e del tempo, non riduce la validita delle formule che saran-
no ricavate. Si consideri pertanto un punto dello spazio P e siano x,y,z e
x',y', z' le sue coordinate nei sistemi di riferimento K e K’, rispettivamente.
Le trasformazioni cercate sono:

!

x = x-Vt
y o=y
7 = z
/=t

dove ¢ € una variabile indipendente, mentre le tre coordinate spaziali sono
legate tra di loro dalla relazione:

x2+y2+z2=r2

dove r ¢ la distanza del punto P dall’origine.
Dalle trasformazioni di Galileo seguono immediatamente:

A. Linvarianza della distanza tra due punti: [ = I’
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B. Laregola di composizione delle velocita:

Ve = vy-V
vV, = v

y = Uy

!

v, = v,

dove le componenti accentate e non accentate sono quelle della velo-
cita di un punto secondo K’ e K, rispettivamente.

C. Linvarianza della accelerazione di un punto: @’ = a.
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II.3.1 Il principio di invarianza di Galileo

La nave da cui siamo trasportati, si muove, mentre sembra star fer-
ma; quella che rimane immobile all'ormeggio, si crede che proceda
oltre. E sembra che a poppa fuggano colline e pianure oltre le quali
conduciamo la nave e con le vele voliamo.

Lucrezio

Riserratevi con qualche amico nella maggiore stanza che sia sotto co-
verta di alcun gran navilio, e quivi fate d'aver mosche, farfalle e simili
animaletti volanti; siavi anco un gran vaso d'acqua, e dentrovi de’ pe-
scetti; sospendasi anco in alto qualche secchiello, che a goccia a goc-
cia vadia versando dell'acqua in un altro vaso di angusta bocca, che
sia posto a basso: e stando ferma la nave, osservate diligentemente co-
me quelli animaletti volanti con pari velocita vanno verso tutte le par-
ti della stanza; i pesci si vedranno andar notando indifferentemente
per tutti i versi; le stille cadenti entreranno tutte nel vaso sottoposto;
e voi, gettando all’amico alcuna cosa, non piu gagliardamente la do-
vrete gettare verso quella parte che verso questa, quando le lontananze
sieno eguali; e saltando voi, come si dice, a pie’ giunti, eguali spazii
passerete verso tutte le parti. Osservate che avrete diligentemente tutte
queste cose, benché niun dubbio ci sia che mentre il vassello sta fermo
non debbano succeder cosi, fate muover la nave con quanta si voglia
velocita; che (pur che il moto sia uniforme e non fluttuante in qua e in
la) voi non riconoscerete una minima mutazione in tutti li nominati
effetti, né da alcuno di quelli potrete comprender se la nave cammina
o0 pure sta ferma. ...

Galileo Galilei

Questo principio puo0 essere cosi enunciato:

I fenomeni riguardanti uno stesso sistema fisico si manifestano
nello stesso modo in ogni SRI.

Questa asserzione, per essere corretta, deve includere nella definizione di
‘stesso sistema fisico’ la parita delle condizioni iniziali.

Ai tempi di Galileo la ‘fisica’ coincideva, sostanzialmente, con quella che
oggi chiamiamo ‘meccanica’: pertanto, sebbene il principio di invarianza
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di Galileo riguardasse ‘tutti i fenomeni fisici’ allora conosciuti, & divenuto
usuale enunciare il principio di invarianza di Galileo come riferito ai soli
fenomeni meccanici.

11 principio di invarianza di Galileo implica, in particolare, che:

Le leggi della meccanica hanno la stessa forma in qualunque
SRI.

Di solito, il principio di invarianza di Galileo € chiamato ‘principio di relati-
vita’. ‘Principio di invarianza’ & preferibile perché:

o richiama il fatto che il contenuto del principio e I'invarianza dei feno-
meni o delle leggi fisiche;

o sottolinea implicitamente il fatto che sono pil significative le gran-
dezze che hanno lo stesso valore in qualunque SRI, rispetto a quelle
il cui valore varia passando da un SR/ ad un altro.

I1.3.2 Ladinamica newtoniana

La dinamica newtoniana si fonda su alcuni postulati comuni a tutte le teorie
fisiche non gravitazionali e basate su descrizioni spazio - temporali, nonché
su tre postulati specifici. I postulati comuni a tutte le descrizioni spazio -
temporali sono quelli relativi alla omogeneita e isotropia dello spazio e alla
omogeneita del tempo. Si € gia illustrato a pagina 12 il significato di queste
proprieta attribuite allo spazio. L omogeneita del tempo, formalmente assi-
curata dalla scelta di considerare il tempo come una variabile, implica che
il valore dell’istante iniziale nella descrizione di un fenomeno puo essere
scelto ad arbitrio.
I tre postulati specifici possono essere espressi nella forma seguente:’

N1 Le leggi della dinamica hanno la stessa forma in ogni sistema di rife-
rimento inerziale.

N2 F = mad, dove F é il risultante delle forze esercitate da altri corpi sul
corpo di massa m e d é la sua accelerazione.

N3 1l principio di azione e reazione: se un corpo A esercita una forza F
sul corpo B, allora B esercita la forza —F sul corpo A.

7La forma in cui & usualmente presentata la meccanica newtoniana & il risultato di un
lungo processo che ha percorso I'intero XVIII secolo. Si veda, ad esempio: G. Maltese, La
storia di F = ma: la seconda legge del moto nel XVIII secolo, Olschki, Firenze, 1992.
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La legge fondamentale della dinamica newtoniana, espressa relativamente
al sistema di riferimento inerziale K, puo essere scritta nella forma:

B d%x
Fx = mﬁ
_d%y
B d?z
B = mae

Se, nelle (II.2), si sostituiscono alle variabili non accentate quelle accentate,
usando le trasformazioni di Galileo, si ottiene:

d?x'

N
dZy/

F, = m TE (I1.3)
d%z

F, = m_dt’2

Queste equazioni sono di transizione perché contengono simboli accentati
e simboli non accentati. Per ottenere quelle definitive, si osservi che le tra-
sformazioni di Galileo (e la implicitamente supposta invarianza della mas-
sa) rendono invarianti i secondi membri delle (I1.3): pertanto, per assicurare
I'invarianza delle (I1.2) si deve imporre che F; = F; (i = x, y, z). Affinché que-
sta condizione sia soddisfatta, occorre che le forze siano funzioni solamente
di grandezze, relative alla particella, invarianti. In base alle trasformazioni
di Galileo, tali grandezze possono essere solo la variabile tempo ¢, la distan-
za r della particella dall’origine e la sua accelerazione a. Le (I1.3) diventano
allora:

) d’x'
Beo= mam
dZy/

o
Fy - mdr/Z
d*z'

o
F, = mdt’2
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con
F. = F,
F, = F,
F. = F,

Quindi, nella dinamica newtoniana, la forza che agisce su una particella non
puo dipendere, a rigore, dalla sua velocita.

II.3.3 Massa inerziale e massa gravitazionale

Una gran pietra messa nella bilancia non solamente acquista peso
maggiore col soprapporgli un'altra pietra, ma anco la giunta di un
pennecchio di stoppa la fara pesar piit quelle sei o dieci once che pe-
sera la stoppa; ma se voi lascerete liberamente cader da un'altezza la
pietra legata con la stoppa, credete voi che nel moto la stoppa gravi-
ti sopra la pietra, onde gli debba accelerar il suo moto, o pur credete
che ella la ritardera, sostenendola in parte? Sentiamo gravitarci su le
spalle mentre vogliamo opporci al moto che farebbe quel peso che ci sta
addosso; ma se noi scendessimo con quella velocita che quel tal grave
naturalmente scenderebbe, in che modo volete che ci prema e graviti
sopra? Non vedete che questo sarebbe un voler ferir con la lancia colui
che vi corre innanzi con tanta velocita, con quanta o con maggiore di
quella con la quale voi lo seguite? Concludete pertanto che nella libera
e naturale caduta la minor pietra non gravita sopra la maggiore, ed in
consequenza non le accresce peso, come fa nella quiete.

Galileo Galilei

Lamassa m' che compare nell’equazione fondamentale della dinamica new-
toniana
F=m'a (I1.4)
si chiama massa inerziale. La forza che compare nella (II.4) & dovuta al-
le interazioni tra il corpo di massa m’ e altri corpi: essa & la causa della
accelerazione.

La legge di gravitazione universale ¢ espressa dall’equazione:

g, g
mym,

Fi=G 21

3]
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dove 1312 e la forza che il corpo 1 di massa gravitazionale mf esercita sul
corpo 2 di massa gravitazionale m§ e 721 € il vettore spiccato da 2 verso 1.
Il corpo di massa gravitazionale mg e di massa inerziale mé subira quindi
un’accelerazione data da:

o m{mf
ar =L —=—121
21 My

L'accelerazione d, & proporzionale al rapporto mg / mé fra la massa gravita-
zionale e la massa inerziale del corpo 2. Gia Galileo aveva dedotto dai suoi
esperimenti che tutti i corpi subiscono la stessa accelerazione nel campo
gravitazionale della Terra; quindi m8 = am’. Le moderne teorie della gravi-
tazione postulano « =1 (principio di equivalenza ‘debole’). Sul concetto di
massa si tornera piu avanti, studiando la relativita ristretta.

II.4 Esperimentiideali con lampi di luce

Assumeremo questa congettura (il contenuto della quale nel seguito sa-
ra chiamato ‘principio di relativita’) come postulato, e oltre a questo
introdurremo il postulato con questo solo apparentemente incompati-
bile, che la luce nello spazio vuoto si propaghi sempre con una velocita
determinata c, indipendente dallo stato di moto dei corpi emittenti.
Albert Einstein

In questa sezione saranno descritti esperimenti ideali basati sull'uso di se-
gnali luminosi di durata idealmente nulla che permetteranno di ricavare:

¢ una relazione tra la misura della durata di un fenomeno che si svolge
nello stesso punto di un SRI (durata propria) e la misura della durata
dello stesso fenomeno in un altro SRI: in quest’ultimo il fenomeno si
svolge su un intervallo spaziale diverso da zero;

o una relazione tra la misura della lunghezza di un’asta a riposo in un
SRI (lunghezza propria) e la misura della lunghezza della medesima
asta in un altro SRI (che vede I'asta in moto);

o le trasformazioni di coordinate di Lorentz per il passaggio da un SR/
ad un altro.
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Le derivazioni che seguono utilizzano i seguenti postulati:®
1. Lo spazio € omogeneo ed isotropo.
2. 1l tempo € omogeneo.

3. Lavelocita della luce & la stessa in ogni SRI e, quindi, non dipende dal
moto della sorgente.

4. Un principio di invarianza ridotto che stabilisce 1’'equivalenza cine-
matica dei sistemi di riferimento inerziali.

II.4.1 ‘Dilatazione del tempo’

A 'A
y y
i’ i’
t=T t'=T'=kT
+—__ +—
t=kT'=Kk*T t'=T"'

x=x'
(0) (0}
d

Figura II.4. scambio di segnali luminosi tra due SRI. Siveda la tabella IL.1 e
il testo. La distanza d tra O ed O’ & riferita all’istante fg in cui viene riflesso il
secondo segnale da parte di O'.

Consideratiidue SRI K e K', si supponga che sia t = ' = 0 quando le origini
O e O' dei due SRI coincidono. O invia verso O’ lampi di luce (di durata
idealmente nulla) a intervalli di tempo regolari T lungo la direzione di moto
di O'; questi lampi sono istantaneamente riflessi da O’ verso O. O invia il
primo lampo all'istante ¢ = ¢’ = 0 (cioé quando le due origini coincidono)
ed il secondo all'istante r = T. O’ riceve il primo lampo all’istante ¢’ =

ed il secondo all'istante ¢’ = T’. Indicato con At' = T’ I'intervallo di tempo

8Questo insieme di postulati € identico a quello usato da Einstein nell’articolo del
1905: A. Einstein, ‘Lelettrodinamica dei corpi in movimento’, (1905); in rete all'indirizzo:
http://matsci.unipv.it/persons/antoci/re/Einstein05.pdf
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che, secondo O/, separa la ricezione dei due lampi (e quindi anche le due
riflessioni), si puo porre (figura 11.4 e tabella I1.1) :

A =T =kT (IL.5)

perché, per 'omogeneita del tempo, la relazione tra ¢ e t’ & lineare.

Lampo Primo Secondo
Emesso da O t=0 t=T
Ricevuto e

riflesso da O’ =0 =T =kT
RicevutodaO t=0 t=k°T

Tabella II.1. scambio di lampi luminosi tra due SRI. Si veda la figura I1.4 e il
testo.

Il coefficiente k deve essere positivo. Se fosse negativo, O’ riceverebbe il
secondo lampo - lanciato ad un istante ¢’ > 0 - all'istante —|k|T: il lampo
arriverebbe prima di essere prodotto. Inoltre, per 'omogeneita del tempo,
k non puo dipendere dall’istante in cui il lampo viene emesso da O né dal
valore dell'intervallo di tempo T che separa I'emissione di due lampi suc-
cessivi; per 'omogeneita dello spazio, k non puo dipendere dalla posizione
in cui O emette il lampo né da quella in cui O’ lo riceve. k pud quindi di-
pendere solo da V' (V, nella presente trattazione, € una quantita positiva).
Per I'equivalenza dei due sistemi di riferimento e per la (I1.5), I'intervallo di
tempo che intercorre tra la ricezione, da parte di O, del primo e del secondo
lampo riflesso da O’ & dato da:

At=kT =K°T

Lavelocita della luce & la stessa in entrambe le direzioni (isotropia dello spa-
zio) e non dipende dal moto della sorgente; quindi, secondo O, la distanza
di O’ al momento della riflessione del secondo lampo & data da:

d= %cT(kz -1 (IL.6)
Questa distanza puo anche essere espressa in termini di V:
d=VtR:%(k2+1)VT (I1.7)
dove
tg=(1/2)(T +Kk°T) = @T (I1.8)
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e l'istante di tempo in cui avviene, secondo O, la riflessione del secondo
lampo da parte di O'. Pertanto, uguagliando il secondo membro della (I1.6)
con il terzo della (I1.7), si ottiene:

v k*—1
—_ =-—B=—__"—
c k2+1
Ne segue che, essendo k > 0:
1+B
k=\/——= (I1.9)
1-B
Valgono inoltre le seguenti relazioni:
K+1 1 .
2k B 1- B2 B
(I1.10)
k-1 B
2k

Se si indica con tl’q l'istante in cui avviene, secondo ', la riflessione del
secondo lampo, si ha:

tp=kT
da cui, tenendo conto della (I1.8) e della prima delle (I1.10):
IR
tp=Ttp= —=— (IL11)
- vere

La (II.11) mostra che i due osservatori associano istanti diversi allo stesso
evento: la riflessione del secondo lampo da parte di O'. Se fosse ¢ = oo,
sarebbe g = t,: cio indica che il risultato ottenuto dipende dalle proprie-
ta della luce e non ha nulla a che vedere con il funzionamento (e quindi la
struttura degli orologi). Nel caso in cui V = 0, quando cio¢ i due osservato-
ri sono in quiete I'uno rispetto all’altro, si ottiene, indipendentemente dal
valore di c, tg = t5: 'uguaglianza degli istanti di tempo associati dai due os-
servatori allo stesso evento & quindi un caso particolare e non, come nella
cinematica newtoniana, la norma.

La (I.11), poiché il primo lampo viene riflesso da O’ all’'istante t = t' = 0,
puo essere scritta nella forma:

At

At=TAt = —— (I1.12)
V1-V2/c?

dove:
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o At rappresenta l'intervallo di tempo - secondo O’ - tra due eventi
(I'arrivo del primo e del secondo lampo) che avvengono nello stesso
punto del suo sistema di riferimento (K’) e, quindi, la durata del fe-
nomeno individuato da questi due eventi. La durata di un fenomeno
misurata da un orologio collocato ‘nel punto’ in cui il fenomeno si svi-
luppa si chiama durata propria. La (I1.12) mostra che la durata propria
di un fenomeno e quella minima.

o At rappresenta l'intervallo di tempo — secondo O — tra gli stessi due
eventi che, per O, avvengono in due punti distinti del suo sistema di
riferimento (K).

La formula (II.12) viene usualmente indicata come la formula della ‘dilata-
zione del tempo’. Il fattore

1
V1-V2/¢?

compare in molte formule. Il suo valore numerico, per diversi valori di V/c,
si trova nella tabella I1.2. Tandamento di I" in funzione di V /¢ € mostrato in

=

[Vic |T |
0.01 [ 1.00005
0.1 1.005
0.9 2.294
099 [ 7.089
0.999 [ 22.366
0.9999 [ 70.706

TabellaII.2. alcuni valori del fattore relativistico I'.

figura IL.5.
La possibilita di rivelare sperimentalmente gli effetti del fattore I" dipende,
oltre che dal suo valore, dal tipo di misura. Per esempio, I'effetto di I' cor-
rispondente a V/c = 0.01 é facilmente misurabile nel caso si tratti di una
frequenza.

I.5 Verifica sperimentale della ‘dilatazione del tempo’

La ‘dilatazione del tempo’ € stata studiata sperimentalmente usando parti-
celle elementari instabili. La vita media delle particelle & prima misurata in

29



Capitolo II. Sistemi inerziali

120

1001

801
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Vic

Figura II.5. andamento del fattore relativistico I in funzione di V/c.

laboratorio quando le particelle sono in quiete. Indicato con Nj il numero
di particelle all'istante t = 0 e con N il numero di particelle che all’istante ¢
non si sono ancora disintegrate, il numero di particelle che si disintegrano
nell’intervallo di tempo compreso tra t e ¢+ d t sara:

N
—-dN=—dt
T
dove 7 ha le dimensioni di un tempo. Integrando:
N - N()e_ tlt

La vita media delle particelle sara allora data da:

1 L[> —tlT
<t>=— | -dNt=- e tdt=r1
Ny TJo

7 rappresenta quindi la vita media delle particelle. Se le medesime particelle
sono in moto inerziale con velocita V rispetto al laboratorio e il loro numero
e Ny all'istante ¢ = 0 nel punto x = 0, allora il loro numero all’istante ¢ sara
dato da:

N= Noe—t/r — Noe—x/Vr — NOe—x//l

dove A = V7 & la distanza media percorsa dalle particelle prima della loro
disintegrazione.
Lesperimento consiste nel misurare:
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o la velocita delle particelle. La misura viene effettuata misurando, con
due orologi sincronizzati tra loro, I'intervallo di tempo impiegato dalle
particelle a percorrere una distanza nota (misura del tempo di volo);

o il numero delle particelle che decadono in un tratto Ax. La misura
viene effettuata rivelando i prodotti del decadimento delle particelle
(elettroni se si tratta di muoni negativi) e permette di ricostruire la
funzione |AN/Ax| da cui siricava A.

Il prodotto finale delle misure e quindi il valore di 7 = A/V. Indicando con
79 la vita media delle particelle in quiete, risulta dalle misure che:
70

T NS (I1.13)
neilimiti dell’errore sperimentale (tipicamente di una parte su mille). Natu-
ralmente, se un osservatore in volo con le particelle effettuasse misure dello
stesso tipo su particelle in quiete nel laboratorio, troverebbe esattamente gli
stessi risultati.

Si osservi infine che entrambi gli osservatori concordano sul numero dei
muoni ‘sopravvissuti’ nell’origine del sistema di riferimento dei muoni in
volo. Supponiamo che all'istante ¢ = ' = 0 i muoni in volo che si trova-
no nell’origine del sistema di riferimento del laboratorio - coincidente con
l'origine del sistema di riferimento comovente con i muoni - siano Np. Al-
la distanza [y dall’origine, i muoni ancora non disintegrati nel sistema di
riferimento del laboratorio saranno:

N = Ny~ (b/VI01m) = N (tToVIZVEre? (IL.14)

Nel sistema comovente con i muoni, i muoni non ancora disintegrati saran-
no invece:

Nl — NOe—(t'/To) — Noe—(l()/rv)(l/'[()) — Noe—(l’/To)Vl—Vz/Cz =N (11.15)

= I muoni negativi sono particelle instabili aventi una vita media
in quiete di 2.2us. Se essi sono in moto inerziale uniforme ri-
spetto al laboratorio con una velocita pari a 0.9994 ¢, dove c & la
velocita della luce, la (I1.33) predice che la loro vita media misu-
rata in laboratorio (come rapporto tra la distanza media percor-
sa dai muoni prima della disintegrazione e la loro velocita) deve
essere di 63.518 us.
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Sono state effettuate misure sia con particelle in moto rettilineo uniforme,
sia con particelle in moto circolare uniforme. In entrambi i casi, la (I.13) &
soddisfatta. Il caso delle particelle in moto circolare uniforme & particolar-
mente importante per le sue implicazioni: nel caso di moto circolare unifor-
me, la (I1.13) vale solo se l'accelerazione cui sono sottoposte le particelle non
alterala loro vita media. I risultati di questi esperimenti mostrano che la vita
media delle particelle usate non e influenzata da un’accelerazione centripe-
ta paria =~ 10'8 g, dove g & 'accelerazione di gravita.” Siccome le particelle
instabili come i muoni possono essere usati come orologi in cui la vita me-
dia a riposo svolge il ruolo del periodo fondamentale di un orologio basato
su un fenomeno periodico, dobbiamo concludere che il funzionamento di
un ‘orologio a muoni’ non & influenzato dalla accelerazione e, quindi, per il
principio di equivalenza, dalla gravita.

Altri esperimenti sulla dilatazione del tempo sono stati effettuati stu-
diando I'effetto Doppler della radiazione emessa da atomi o nuclei in moto.
In questi casi, obiettivo degli esperimenti ¢ quello di verificare la dipenden-
za della frequenza della radiazione dal fattore v'1 — V2/¢?. Per approfondire
questi argomenti si suggerisce la consultazione della sezione I1.3.5 del vo-
lume di Giuliani Elettromagntismo, relativita, quanti - Fisica, epistemologia,
didattica. Ivi € anche discusso in dettaglio I'esperimento sull’effetto viaggio
di Hafele e Keating (1972). '°

I1.5.1 Effetto Doppler: I

Usando l'espressione (I1.9) trovata per il coefficiente k, la (II.5) assume la
forma:

cioe:
=7 VC (IL16)
V1-V2/c? .
T e T' rappresentano, rispettivamente, I'intervallo di tempo (misurato da
O) tra la partenza del primo e del secondo lampo e l'intervallo di tempo
(misurato da Q') tra la ricezione del primo e del secondo lampo. Se O invia
lampi di luce ad intervalli regolari T, O’ li riceve ad intervalli regolari T':

T ¢ allora il periodo del ‘segnale’ costituito dall'insieme dei lampi di luce

98i veda, per esempio: J. Bailey, et al. ‘Measurements of Relativistic Time Dilation for
Positive and Negative Muons in a Circular Orbit, Nature 268 (1977), 301 - 305.
10G, Giuliani, Elettromagntismo, relativita, quanti - Fisica, epistemologia, didattica, Pavia
University Press (2019).
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inviati da O e T’ & il periodo del ‘segnale’ costituito dall'insieme dei lampi di
luce ricevuti da O'. La (I1.16) & la formula dell’effetto Doppler, relativo alla
propagazione della luce nel vuoto lungo la direzione del moto relativo dei
due osservatori. La (I1.16), scritta in termini di frequenze, diventa:
, V1=V?/c?
vV =V—— (IL.17)
1+Vic

La frequenza di un segnale luminoso periodico diminuisce se la sorgente e
l'osservatore si allontanano. Se il moto relativo tra sorgente e osservatore &
di avvicinamento, si ottiene la relazione:

V1-V2/c2
Vey ¢ (IL.18)
1-Vl/c

Le formule (I1.16), (I.17) e (I1.18) valgono anche per un’onda elettromagne-
tica: in questo caso e sufficiente considerare come ‘segnale’ I'insieme dei
valori massimi del campo elettrico o di qualunque altra grandezza ad esso
correlata.

I1.5.2 ‘Contrazione delle lunghezze’

Estendendo la definizione gia adottata per la lunghezza di un’asta a ripo-
so (pagina 16), si perviene ad una definizione operativa della ‘lunghezza di
un’asta in moto’.

Si consideri la disposizione della figura II.6.

B' o
I |

0) B
I |

Figura II.6. le due piattaforme OB e O'B’ si stanno avvicinando con velocita V.

Le due piattaforme OB e O'B’ hanno la stessa lunghezza a riposo [, (lun-
ghezza propria) e sono in moto relativo uniforme di avvicinamento. Gli oro-
logi O e B sono sincronizzati tra loro e cosi pure O' e B’; ogni orologio &
dotato di uno specchio per riflettere i lampi di luce in arrivo. L'orologio O/,
quando incontra O all'istante ¢/, invia verso B un lampo di luce (di durata
idealmente nulla): questo viene riflesso da B e ritorna in O’ all'istante ¢;;
viene riflesso da O, raggiunge B, viene riflesso e ritorna in O’ all'istante t);
e cosl via. Si ha:
clry—tp) =21"=V'(t; - 1)
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dove & stata indicata con [’ la distanza OB vista da O’ e con V' la velocita di
OB secondo O'. Ne segue che:

n—ty=2I' I1.19
Lo c+ V! ( )
Analogamente:
c(ty—t)=20"=2V'(t; —t) - V'(t; — 1))
da cui:
gy 21" =2V'(t] - 1))
2 c+ V!
e quindi, tenendo conto della (I1.19):
PRy (I1.20)
2T e+ V2 '
Posto:
n-ty = «a
-t = P
si ottiene dalla (I1.19):
2l'=a(c+ V") (I1.21)
e dalla (I1.20): )
(c+V"
2l = f—
h c-V’

Uguagliando i secondi membri di queste due equazioni e ricavando V', si
ottiene:
,_a-p_ 245+
- —c
/ /
a+p t,— 1,

Sostituendo il valore cosi ottenuto per V' nella (I1.21) si ottiene infine:

, a2 (g -1)?
I'=c =Cc——
a+p L1,

Losservatore O' pu0 pertanto ricavare il valore di V' e di I’ effettuando tre
letture di tempo: ¢, t{, t,.
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Ritornando all’esperimento ideale effettuato da O’, si osservi che il ge-
nerico intervallo di tempo & dato da:

(C— V/)n—l
! ! —_aq!

Lintervallo di tempo 5, — t; che separa i due eventi iniziale (O incontra O)
e finale (O’ incontra B) sara allora dato da:

t/ _t/ _ i le(C_Vl)n_l _ 21 i C_V/)n—l
B0 &= cqvnn T eV e+ V!

La somma che compare nell’equazione precedente € una serie geometrica.
Si ottiene pertanto:
! !
. 21 1 l

BT SV T e vhier v T V!
Si noti che questo risultato € in accordo, come deve essere, con la definizio-
ne di velocita (I.1) data a pagina 18.

Le misure effettuate da O’ possono essere descritte anche da O. O scrive
le stesse formule scritte da O’ in cui le grandezze accentate sono sostituite
dalle grandezze non accentate. Si osservi che O non ¢ in grado di misurare
il generico intervallo di tempo f, — f,-1, ma solo di calcolarlo. O e B sono
invece in grado di misurare I'intervallo di tempo:

0
tB_tO:V

dove V & la velocita di O’ rispetto ad OB. In linea di principio, dobbiamo
ammettere la possibilita che sia V' # V. Tuttavia, & possibile dimostrare che
V' =V.!"! Ne segue che, posto At = 1, — 1; e At = t5— 1y, si ottiene, ponendo
V' =V:

At T

At
Nella sezione 11.4 (pagina 25), studiando lo scambio di segnali luminosi tra
K e K, si e visto che:

At V2

At 2

115 veda, per esempio: V. Berzi, V. Gorini, ‘Reciprocity principle and the Lorentz
transformations’, Journal of Mathematical Physics, 10, (1969), 1519 - 1524.
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V2
I'= o\ [1- — (I1.22)
C

Si osservi infine che se O effettuasse a sua volta 'esperimento effettuato da
O' otterrebbe gli stessi risultati:

Si conclude allora che:

I=1Ip\/1- — (I1.23)

La (II.22) e la (I1.23) descrivono la cosiddetta ‘contrazione delle lunghezze’.
I1.5.3 Le trasformazioni di Lorentz: I

I risultati ottenuti costituiscono la base per la derivazione delle trasforma-
zioni di Lorentz (figura I1.7).

Y4 y' A
t=t t'=t1' x, t)
—z —Zz —Zzp
specchio
t=t t'=t' x',t"
+—__ = 2 ——
x=x'
(0] (0} P g

Figura II.7. esperimento ideale per la derivazione delle trasformazioni di
Lorentz. Lo specchio & a riposo nel sistema di riferimento K’.

All'istante t;, O invia un lampo di luce verso O'; O’ riceve il lampo all'istante
t1. Si consideri I'evento E costituito dall’arrivo e dalla riflessione del lampo
emesso da O su uno specchio in quiete nel sistema di riferimento K’ e situa-
to nel punto P'. Siano (x, ) e (x/, t') le coordinate assegnate a questo evento
da O e O/, rispettivamente. Il lampo riflesso dallo specchio posto nel punto
P' &ricevuto da O' all'istante £, e da O all'istante f,. Le coordinate (x, ) che
O attribuisce all’evento E sono legate ai tempi #; e f, dalle relazioni:

o= (- (I1.24)

olRo|x

t = (+ (I1.25)
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Analogamente, per quanto concerne O':

X

n o= t'-—

! Cc
(I1.26)

xl

t, = t'+=

2 C

Sommando membro a membro le due precedenti equazioni, si ottiene:
’_ 1 ! !
=+ 1) (I1.27)

Per la definizione del coefficiente k, risulta:

-0 k(t;—0)

-0 = k(;-0)

La (I1.27) diventa allora, tenendo conto delle (I1.24), (I1.25) e delle (II.10):

;L B\ _ 14
t=I'({t——x|=T I——X
c c

Con un procedimento simile si ottiene, sottraendo membro a membro le
(I1.26) e procedendo come nel caso precedente:

X'=Tx=-Vt

Queste due ultime equazioni sono le trasformazioni di Lorentz relative alle
variabili x e t.

Per ricavare le trasformazioni relative alle coordinate y e z si procede nel
modo seguente. Losservatore O’ lancia un lampo di luce nella direzione y’
verso uno specchio posto alla distanza I’ dalla sua origine. Vale la relazione:

ol
B c

At' (I1.28)
dove At’ & la durata del ‘viaggio’ di andata e ritorno del lampo. L' osservatore
O descrive lo stesso fenomeno come mostrato nella figura I1.8.

La durata del viaggio di andata e ritorno del lampo, secondo O é:

2 At?
At==1/12+V2—
c 4
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l'A

X=X

»
>

0 o' o O
Figura IL.8. il lampo di luce lanciato da O’ lungo la direzione y’ viene riflesso

dallo specchio S'. Le linee tratteggiate indicano il percorso della luce secondo O.
Oll’ O’Z, Oé indicano le successive posizioni di O’ nel sistema di riferimento di O.

Risulta: 0] 0, = 0,0} = VAt/2, dove At &la durata del viaggio di andata - ritorno
del lampo secondo O.

Cioe:

vy 4
2 _ 2
At (1——62)_—021

E infine, usando la (I1.12) e la (I1.28):
=7
cioe y = y'. Allo stesso modo si dimostra che z = z'.

1.6 Se t € una coordinata...

Le trasformazioni delle coordinate si possono anche ricavare sulla base di
un numero minimo di ipotesi, considerando la variabile tempo ¢ come una
coordinata, alla stessa stregua delle tre coordinate spaziali. Si deve scrivere,
in questo caso:

X = x,(x; J/; Z, t)
yo= Yxyan
z = Z,(x; J/; Z, t)

t = t,(X,y,Z, t)
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ammettendo quindi che la coordinata ¢’ possa dipendere, oltre che da f,
anche dalle coordinate spaziali x, y,z. Da questo punto di partenza, utiliz-
zando I'omogeneita e l'isotropia dello spazio, I'omogeneita del tempo ed
un principio di invarianza limitato (cinematico), si ottengono - mediante il
calcolo sviluppato in appendice (pagina 66) - le seguenti trasformazioni di
coordinate:

1

X = —= -V

V1+V2/a
y =y

(I1.29)

7 = z
t = ! t+Vx)

V1i+V2ia a

dove a & un parametro diverso da zero. Nel corso della deduzione, si ricava
anche la seguente equazione:

, uy—V

u,=——-—- 11.30
Y1+ u, Vi (130

dove u. = dx'/dt' e uy = dx/dt sono le componenti della velocita di un
punto lungo 'asse x = x’ valutate da K’ e K rispettivamente. Dalla (I1.30) si
deduce che |a| ha le dimensioni del quadrato di una velocita.

Le trasformazioni di coordinate date dalle (I1.29) lasciano indeterminato
il parametro a che, come si & visto, deve essere diverso da zero. Si consideri
inizialmente il caso di @ < 0. Ponendo a = —«?, le (I1.29) diventano:

1
X' = —(x-V01)
V1-V2/x2
y =y
(I1.31)
Z = z

1 14
T (e
1-V2/x2 K2
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e la regola di composizione delle velocita (I1.30):

U = u,—V
o l-u, Vik?

Si noti che se u, =k, allora anche v/, = x: x & una velocita limite.

Si esamini ora il caso di @ > 0, considerando il seguente esperimento
ideale. Nel sistema di riferimento K’, un segnale viene inviato dal punto
x) all'istante #] nella direzione positiva dell’asse x'; si supponga che esso
giunga in x; all'istante z,. Nel sistema di riferimento K, I'intervallo di tempo
che separa i due eventi, partenza e arrivo del segnale, sara dato da:

1 |4
At = 7(At'——Ax’)
V1+V2/a a

Se @ > 0, quando:

A g2

At! |74
si ottiene che At < 0 (6’ = Ax'/At’ & la velocita del segnale nel sistema di ri-
ferimento K'). Nel sistema di riferimento K I'arrivo del segnale risulterebbe
precedere la sua partenza: verrebbe quindi violato il principio di causali-
ta. Questa conclusione ¢ sufficiente per scartare il caso di a > 0. Si segnala
tuttavia che anche la regola di composizione delle velocita fornisce risultati
inaccettabili. Dalla:

u.+V

Uy = ————
T1-uVia

segue infatti che u, = co per uV = a; inoltre si avrebbe u, < 0 quando v/, e
V sono entrambi positivi e u\.V > a.

Si e cosi stabilito che le trasformazioni di coordinate fisicamente signifi-
cative sono le (I1.31), dove k rappresenta una velocita limite.

Si consideri ora I'insieme delle seguenti asserzioni:

a) le equazioni di Maxwell che descrivono il campo elettromagnetico nel
vuoto sono corrette;

b) vale il principio di invarianza secondo cui le equazioni che descri-
vono i fenomeni fisici assumono la stessa forma in ogni sistema di
riferimento inerziale.

a) e b) implicano che la velocita di propagazione delle onde elettromagne-
tiche nel vuoto é la stessa in ogni sistema di riferimento inerziale. Questo
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risultato ci induce a porre nelle (I1.31) ¥ = ¢. Con questa posizione, le (I1.31)
diventano le trasformazioni di Lorentz:

1
X' = —(x-V01)
V1-V2/c?
vy o=y
7z = z

. ;(t—zx)
V1-VZ/c2 c?

Da queste si ottengono le trasformazioni inverse:

]' / !
X = —x'+Vt)
V1-V2/c?
y =Yy
z = 7

t ! (t' + v ’)
= — —X

izl e
Durata dei fenomeni in sistemi inerziali distinti
Si considerino due eventi qualsiasi e siano (x},0,0, £]) e (x,0,0, #)) le coor-
dinate ad essi associate nel SRI K'. Lintervallo di tempo che separa i due
eventi nel sistema K sara dato, in base alla trasformazione di Lorentz relativa
alla coordinata temporale, da:

1%
At= At + —ZAx’) (11.32)

=l
1-V2/c? c

dove Ax’' = x; — x]. Se Ax’ = 0, cioe se i due eventi accadono nello stesso
punto nel sistema di riferimento K’, la (I1.32) si riduce alla:

At
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La (I1.33) fornisce la relazione tra le durate dello stesso fenomeno espresse in
funzione delle coordinate temporali ¢ e t', quando il fenomeno si svolge nel-
lo stesso punto del sistema di riferimento K’ (e in punti distinti del sistema
diriferimento K). Abbiamo cosi ritrovato la relazione (II.12) ottenuta prece-
dentemente a pagina 28 con gli esperimenti ideali basati sulla propagazione
di lampi di luce di durata idealmente nulla.

Se il fenomeno avviene nello stesso punto del sistema di riferimento K,

allora:
A= AL (I1.34)
V1-V2/c? .
La simmetria tra la (I1.33) e la (I1.34) riflette 'equivalenza dei due sistemi di
riferimento.

Lunghezza di un’asta in moto

Dalla trasformazione di Lorentz relativa alle coordinate x, x’, si ottiene:

1
r_ -
Ax' = 7 (Ax—-VAD)

Se Ax' rappresenta la lunghezza [y di un’asta a riposo in K’, allora Ax rap-
presenta la lunghezza [ della medesima asta in K se At = 0. Risulta allora:

l=l()\/ 1-V2/c?

che ¢ identica alla (I1.22) e alla (II.23) di pagina 36.
I1.6.1 Le trasformazioni di Lorentz: II

I due procedimenti usati per ricavare le trasformazioni di Lorentz sono ra-
dicalmente diversi, anche se hanno in comune i seguenti postulati:

a) Omogeneita e isotropia dello spazio.
b) Omogeneita del tempo.
¢) Un principio di invarianza cinematico.'?

Questo insieme di postulati e sufficiente per ricavare trasformazioni di coor-
dinate che potremmo chiamare trasformazioni di Lorentz generalizzate e

12Questo principio & meno esteso di quello galileiano o di quello einsteniano (che
riguardano tutti i fenomeni fisici).
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che contengono intrinsecamente una velocita limite; esse diventano le tra-
sformazioni di Lorentz se si pone questa velocita limite uguale a quella della
luce nel vuoto.

Il metodo dei lampi di luce richiede, rispetto all’altra derivazione, il po-
stulato aggiuntivo secondo cui la velocita della luce ¢ la stessa in qualun-
que SRI. Questo metodo permette di ricavare la ‘dilatazione del tempo’ e
la ‘contrazione delle lunghezze’ senza I'uso delle trasformazioni di Loren-
tz e mostra che ‘dilatazione’ e ‘contrazione’ sono il prodotto di particolari
procedimenti di misura basati sulle proprieta di propagazione della luce.

I.7 Principio di invarianza di Einstein

1l principio universale della teoria della relativita ristretta é contenuto
nel postulato: le leggi della fisica sono invarianti rispetto alle trasfor-
magzioni di Lorentz (nel passaggio da un sistema inerziale ad un al-
tro, scelto arbitrariamente). Questo é un principio restrittivo delle leggi
naturali, paragonabile al principio restrittivo della non - esistenza del
perpetuum mobile, che sta alla base della termodinamica.

Albert Einstein

Il principio di invarianza di Einstein coincide, nell’enunciato, con quello di
Galileo:

I fenomeni fisici, a parita di condizioni iniziali, si manifestano
allo stesso modo in ogni sistema di riferimento inerziale.

O, equivalentemente:

Le leggi dei fenomeni fisici assumono la stessa forma in ogni si-
stema di riferimento inerziale.

Il principio di invarianza & solitamente chiamato principio di relativita: a
pagina 22 abbiamo spiegato perché la prima dizione é preferibile.

In generale, si distinguono i principi di invarianza di Galileo e di Einstein
restringendo la validita del primo ai soli fenomeni meccanici (si veda a pa-
gina 21). Questa distinzione non é giustificata perché, come gia osservato,
ai tempi di Galileo la ‘fisica’ coincideva sostanzialmente con la meccanica e
Galileo non aveva alcuna ragione per restringere la validita del suo princi-
pio ai ‘soli’ fenomeni meccanici. La riaffermazione, da parte di Einstein, del
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principio di invarianza ha prodotto, nel mutato contesto delle conoscenze,
proprio la modificazione delle leggi della meccanica.

Siccome valgono le trasformazioni di coordinate di Lorentz, il principio
di invarianza di Einstein richiede che la forma delle leggi fisiche sia inva-
riante per trasformazioni di Lorentz: si dice allora che la teoria che contiene
queste leggi e relativisticamente invariante. In questo manuale studieremo
due teorie relativistiche: la teoria di Maxwell - Lorentz e la dinamica relati-
vistica. La teoria di Maxwell - Lorentz ¢ stata sviluppata prima dell’avvento
della relativita: e pertanto necessario verificare che le sue leggi siano inva-
rianti per trasformazioni di Lorentz (sezione I11.2.1, pagina 78). Nelle prossi-
me sezioni sara sviluppata la dinamica relativistica usando enti matematici,
i quadrivettori, che, per trasformazioni di Lorentz, si trasformano come le
coordinate: le leggi fisiche saranno equazioni in cui compaiono quadrivet-
tori e grandezze invarianti e saranno quindi automaticamente invarianti per
trasformazioni di Lorentz.

I1.8 Lanozione di spazio - tempo
Oggetto della nostra osservazione sono sempre, e soltanto, spazio e
tempo insieme considerati. Non ha mai alcuno osservato un luogo se

non ad un certo tempo, né un tempo se non in unluogo determinato.
Hermann Minkowski

Si riprendano in considerazione le trasformazioni di Lorentz:

X = ﬁu—w)

yo o=y

7 = z

io= ;( —Kx)
VI—VZZ\ ¢
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Ponendo B = V/c, possono essere scritte nella forma:

x = T(x-Bct)
/ — y

7z = z

ct' = T(ct-Bx)

Si consideri ora lo spazio quadridimensionale le cui coordinate sono (ct, x,
¥, z) e lo si chiami ‘spazio - tempo’. Un punto (ct, x, y, z) dello spazio - tem-
po individua allora le coordinate spazio - temporali di un evento. Dati due
punti dello spazio - tempo (cty, X1, 1, 21) € (Ct2, X2, V2, 22), 'espressione:

s = - 1) = (- x1)* = (2= y)° — (22— 21)°

e il quadrato dell’intervallo tra i due punti considerati ed & un invariante
perché il suo valore € lo stesso in qualunque SRI. Infatti, con le notazioni
At=1y—11; Ax= X2 — X1, ecc.:

12

s Aty = 1) = (= x)* = 0= 1)* =~ 2)°

B 2
c*r? (At— —Ax) —T2(Ax—BcAt?> —Ay? — Az?
C

Sviluppando i quadrati, raccogliendo i fattori comuni e ricordando che I'> =
1/1+ B*:
s'2=CPAP—Ax®> Ay —AZP =52

Si osservi che il quadrato dell'intervallo tra due punti dello spazio - tempo
puo anche essere negativo: in questo caso l'intervallo s € rappresentato da
un numero immaginario. Il segno del quadrato dell'intervallo tra due punti
dello spazio - tempo ha il seguente significato:

a) s2 >0, cioe c®?At? > 12 = Ax*> + Ay? + Az?. La distanza spaziale [ tra i
due punti P; e P, dello spazio - tempo € minore della distanza che
la luce percorrerebbe nell'intervallo di tempo At, che rappresenta la
separazione temporale dei due punti: cio significa che 'evento E» cui
é associato il punto P, puo essere connesso causalmente all’evento
E; cui e associato il punto P;, perché I'evento E; puo0 essere la causa
di E; mediante un’interazione propagantesi da P; a P, con la velocita
della luce. Un intervallo di questo genere si dice di tipo ‘temporale’.
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b) s> <0, cioé ¢>?At? < [2. In questo caso E, non pud essere connesso
causalmente ad E; e l'intervallo si dice di tipo ‘spaziale’.

¢) s> =0, ciog c?At?> = I?. In questo caso i due eventi E; ed E, possono
essere connessi solo se costituiti, rispettivamente, dalla partenza e
dall’arrivo di una interazione propagantesi con la velocita della luce.

I1.8.1 Cinematica relativistica

La nozione di spazio - tempo permette di sviluppare un formalismo parti-
colarmente adatto a rappresentare le leggi fisiche e la loro invarianza per
trasformazioni di Lorentz. L'idea € quella di rappresentare le grandezze fisi-
che — quando possibile — con enti matematici tali che la forma delle equa-
zioni in cui tali enti compaiono rimanga invariata passando da un SRI ad
un altro. Alcuni di questi enti sono i quadrivettori.

Un quadrivettore§ e un insieme di quattro grandezze (So, Sy, Sy, Sz) che
si trasformano, nel passaggio da un SRI ad un altro, come le coordinate
(ct,x,y,2); inoltre il quadrato del loro modulo & dato, per definizione, da
§% = 85— 83— 85— S2."% Le coordinate (ct,x,y,2) di un punto P dello spa-
zio - tempo sono le componenti di un quadrivettore: esso, indicato con R,
individua il punto P.

A partire dal quadrivettore % & possibile definire il quadrivettore velo-
cita ed il quadrivettore accelerazione di un punto. A questo proposito, si
osservi che, se la variazione delle coordinate spaziali x, y, z di un punto nel
sistema di riferimento K relativa all'intervallo di tempo dt & data, rispetti-
vamente, da dx, dy,dz, lo spostamento del punto e descritto nello spazio -
tempo dall'intervallo ds® = c?dt?>— dx? - dy?—dz?. Nel sistema K", istanta-
neamente comovente con il punto considerato, 'intervallo corrispondente
& invece dato da ds"? = c?dt"?, perché dx" = dy" = dz" = 0. Allora:

ds®=c*dt"? (11.35)

dt" & Vintervallo di tempo proprio, cioé l'intervallo di tempo tra due eventi
che accadono nello stesso punto dello spazio tridimensionale. Siindichitale
intervallo con dz: la (I1.35) assicura che esso & un invariante, perché ds® &
un invariante.
Si definisce il quadrivettore velocita cosi:
AR

= 9%
dr

131 quadrivettori saranno rappresentati con lettere calligrafiche per distinguerli dagli usuali
vettori tridimensionali.
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con:

1
dr=dt' =dtV1-v2/c?=—dt (I1.36)

Y
dove v € il modulo del vettore velocita (tridimensionale) del punto e y =
1/v1—v?/c2. Sinoti la definizione di un nuovo parametroy = 1/v'1 — v2/c?
in cui compare la velocita v (tridimensionale) del punto, da non confondersi
conT =1/v1-V?2/c? in cui compare la velocita V relativa dei due SRI.
Ne segue che le componenti del quadrivettore velocita sono date da:

V=V (ye, v yvy, Yv2)

In dettaglio:

% o= ye

Nno= vyux
Vo= vuy
V3= yug

dove vy, vy, v; sono le componenti della velocita del punto considerato nel-
lo spazio tridimensionale. Il quadrato del modulo del quadrivettore velocita
& un invariante ed & uguale a c?, come si verifica immediatamente ponen-
dosi in un sistema di riferimento istantaneamente comovente con il punto
(in questo caso I' =y).

Mediante le equazioni di trasformazione delle componenti del quadri-
vettore velocita si puo trovare la legge di composizione delle velocita, par-
zialmente ricavabile anche nel corso della deduzione delle trasformazioni
di Lorentz (sezione I1.12, pagina 66). La trasformazione relativa alla compo-
nente temporale:

ye=Tlye=—rva
permette di scrivere che:

Y _ L (IL.37)
Y T(1-uv,Vic?) '

Le equazioni di trasformazione delle altri componenti sono:

! V
Yve = F(va—;w)
Yv, = yv,

Y,V,z = YUz
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che, tenendo conto della (I1.37), diventano:

S = V=V

T 1-pVie?

, V1-V2/c?

v, = ————VUy
1-v,Vic

, V1-V?2/c?

vV, = ——— 5z
1-v,Vlic

1l quadrivettore accelerazione & definito da:

. dv
W =—
drt

Le sue componenti sono:

_( d(yc) dyvy) dyvy) dyvy)

W ) ) )
Y“ar " ar " ar VT ar
Si ha:
1 vy
Wy = ——o
0 c(1-p?)2
w, = Yo, VWD 54

1_’52 62(1—,52)2
dove si e posto f = v/c. Si osservi che le componenti del quadrivettore
accelerazione sono tutte nulle quando il moto della particella e rettilineo
uniforme (7 = 0) e che, nel SRI istantaneamente comovente con la parti-
cella (v = 0), la componente temporale € nulla e le tre componenti spazia-
li coincidono con quelle tridimensionali. Ne consegue che il quadrato del
modulo del quadrivettore accelerazione coincide con il quadrato del modu-
lo della accelerazione tridimensionale valutato nel sistema di riferimento
istantaneamente comovente con la particella.

I1.8.2 Dinamica relativistica

Se si suppone di poter caratterizzare una particella attribuendole una massa
m invariante,'* si puo definire il quadriimpulso della particella:

P=mV = @(ymc,ym Ux, Y MUy, Y MUZ)

14per ragioni che diverranno chiare in seguito, m @ talora chiamata massa a riposo della
particella.
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Il problema e quello di individuare '’equazione di moto corrispondente alla
seconda legge di Newton: si assume che la legge del moto sia, analogamente
alla seconda legge della dinamica newtoniana:

a» -
= -z
dr
La (I1.38) definisce automaticamente la quadriforza. Ricordando la (11.36),
le sue componenti sono:

(I1.38)

diymc) d(ymvy) dlymvy) d(ymuvy)

j:j y ) )
Y=ar V" ar VT ar VT ar

(I1.39)

Si considerino le componenti spaziali della quadriforza:

d .
g,:y% i=1,2,3

Siccome si vuole che queste equazioni tendano a quelle della meccanica
newtoniana per (v/c) — 0, e sufficiente che sia:

Fi=yF; i=1,2,3

dove le F; sono le componenti tridimensionali della forza. Ne segue che:

d(ymv;)
Fi=—— i=1,2,3
' dt
Queste, scritte in forma vettoriale, danno:
~ dp
F=— 11.40
T ( )

La (I1.40) e formalmente identica all’equazione della dinamica newtonia-
na: ym?v = p &, infatti, 'impulso relativistico tridimensionale. La differenza
tra le due equazioni risiede nella definizione di p: p = m? nella dinami-
ca newtoniana; p = ym?0 nella dinamica relativistica. La (I1.40) viene so-
vente interpretata definendo la massa relativistica di una particella come
m,.; = ym e dicendo che la massa relativistica dipende dalla velocita come
Y =1/V1-v?/c?. E’ questa la ragione per cui m viene talora indicata come
la massa a riposo della particella.

Per trovare I'espressione della componente temporale della quadriforza
in funzione delle grandezze tridimensionali si procede nel modo seguente.
Il quadrato del modulo del quadrivettore velocita e dato da:

V29— V2 = V29—V 2 = ¢
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Differenziando 1'equazione precedente rispetto a dz, si ottiene, tenendo
conto della relazione d7;/dt = (1/m)&%;, i =0,1,2,3 (derivante dalla equa-
zione di moto (I1.38)):

Fo = L(Fev,+Fyvy+ Fov) = LE. D)
Cc Cc

In conclusione, la quadriforza, espressa in funzione delle grandezze tridi-
mensionali, & data da:

F = (%(ﬁ. ), vF) (1.41)

Nel passaggio da un SRI ad un altro, le componenti della quadriforza si
trasformano in modo tale che:
FL+ VI (F'- 7'
1+ Vvi/c?
FVI=V2I
1+ Vv/c?
FIV1-V2/c?

1+ Vvl/c?

E, =
F, =

F, =

(I1.42)
Lo F'-v'+VF.
Fo = ——=
1+Vvh/c?

dove si e fatto uso della relazione

Y _ 1

y T+ Vv./c?)
e, come al solito, V & la velocita relativa dei due SRI e v’ la velocita della
particella nel sistema di riferimento K’. Si noti che nelle (I1.42) compaio-

no le componenti tridimensionali della forza. Confrontando le componenti
temporali fornite dalla (I1.39) e dalla (I1.41), si ottiene:

d =
E(ymc y=F.D (I1.43)

Il secondo membro della (I1.43) rappresenta il lavoro compiuto dalla for-
za tridimensionale nell’'unita di tempo; il primo membro dovrebbe quin-
di rappresentare la variazione dell’energia cinetica nell'unita di tempo. La
(I1.43) suggerisce quindi di definire 'energia della particella (esclusa quella
potenziale) come:

E=ymc*+A (I1.44)
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Il valore della costante A non puo essere scelto arbitrariamente, perché si
richiede che le formule relativistiche tendano, per velocita piccole (v/c —
0, V/c — 0), a quelle della meccanica newtoniana. La (I1.44), implica, per la
componente temporale del quadriimpulso, I'espressione:

ymc+Alc

Allora la relazione di trasformazione della componente ymuv, del quadriim-
pulso é:

Y'mvl, =T

mu v ( mc+ A)
YMmUx c Y c
che, perT, y e y' tendenti ad 1 (limite newtoniano), diventa:

mv'.=mv,—mV - va
X X 62
Affinché si possa ritrovare la legge di composizione delle velocita di Galileo,
deve essere A = 0. Questo risultato rappresenta una netta cesura rispetto
alla dinamica newtoniana dove l'energia di una particella, fissato un SRI, &
sempre definita a meno di una costante. Ne consegue che 'energia di una
particella assume 'espressione definitiva:

gzym&

Quando v =0, si ottiene:

&y = mc?

Pertanto, la dinamica relativistica prevede che si debba associare ad una
particella a riposo di massa m la energia mc?, detta energia a riposo della
particella.

= Per esempio, I'energia ariposo dell’elettrone & pariacirca 0.511 MeV.
L'energia cinetica di una particella sara allora data da:
Ecin=6—8Ey=mc*(y—1)

Nel limite di velocita piccole v <« ¢, I'espressione dell’energia cinetica &€ ben
approssimata da quella newtoniana:

1
é’aCin = Emvz
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A conclusione di queste considerazioni si osservi che il quadriimpulso di
una particella puo essere scritto come:

- (&
P =2 (;, ﬁ) (I1.45)
ed il quadrato del suo modulo invariante vale:

— —p - =m-c (I1.46)

come si verifica immediatamente ponendosi nel SR in cui la particella &
istantaneamente in quiete. Per la forma della (11.45), il quadriimpulso viene
anche chiamato quadrivettore energia - impulso.
Se la particella si trova in un campo di forze conservativo, si ha (dalla
11.43):
diymc®>)=F.vdt=-dU

dove U el'energia potenziale della particella. L'energia totale della particella
ymc? + U & quindi costante nel SRI scelto.

II.9 Materia, massa ed energia

...Se un corpo emette un'energia L sotto forma di radiazione, la sua
massa diminuisce di L/ c?. Il fatto che l'energia sottratta al corpo di-
venga energia di radiazione non e essenziale. .. Non e da escludere che
la teoria trovi conferma nel caso di corpi a contenuto energetico forte-
mente variabile, come i sali di radio. Se la teoria e conforme ai fat-
ti, allora la radiazione trasporta inerzia tra corpi emittenti e corpi
assorbenti.

Albert Einstein

La grandiosa importanza concettuale della teoria della relativita, co-
me contributo ad una piit profonda comprensione dei rapporti tra spa-
zio e tempo, e le vivaci e spesso appassionate discussioni a cui essa ha in
conseguenza dato luogo anche fuori degli ambienti strettamente scien-
tifici, hanno forse un po’ distolta l'attenzione da un altro suo risultato
che, per esser meno clamoroso e, diciamolo pure, meno paradossale, ha
tuttavia nella fisica conseguenze non meno degne di nota, ed il cui in-
teresse e verosimilmente destinato a crescere nel prossimo svilupparsi
della scienza. Il risultato a cui accenniamo e la scoperta della relazione
che lega la massa di un corpo alla sua energia.

Enrico Fermi
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Secondo la Meccanica e la Fisica classica, ‘materia’ & ‘quella cosa’ di cui
sono fatti i corpi. La materia ‘possiede’ una massa inerziale ed una massa
gravitazionale che possono essere definite mediante le equazioni:

F = ma (IL47)
Fe = mgg (IL.48)

La (I1.47) e la seconda legge della dinamica newtoniana, mentre la (11.48)
esprime la forza agente su un corpo di massa gravitazionale mg posto nel
campo gravitazionale g. Allora, 'accelerazione di gravita di un corpo sara
data da:  omg .

ag = Py g
Dalla conclusione di Galileo secondo cui I'accelerazione dovuta al campo
gravitazionale ¢ la stessa per tutti i corpi, segue che il rapporto tra massa
gravitazionale e inerziale € lo stesso per tutti i corpi. Il principio di equiva-
lenza (nella sua enunciazione ‘debole’) stabilisce che sia m; = mg. Retro-
spettivamente, la verifica sperimentale del principio di equivalenza & inizia-
ta con Newton: nella tabella I1.3 sono riassunti i risultati di alcune di queste
misure.

Esperimento Metodo Sostanze n
Newton (1686) Pendolo Varie 1073
Bessel (1832) Pendolo Varie 2x107°
Eotvos et al. (1922) | Bilancia di torsione | Varie 5x1079
Dicke et al. (1964) Bilancia di torsione | Alluminio e oro 10711
Koester (1976) Caduta libera Neutroni 3x1074

Tabella I1.3. verifiche sperimentali del principio di equivalenza. 1 & un in-
dice della accuratezza della misura: n = 2|a; — az|/|aj + azl, dove a; e ap sono
le accelerazioni gravitazionali di due corpi di diversa composizione. I valori di
1 vanno intesi nel senso che ‘se ¢’¢ una violazione del principio di equivalenza,
tale violazione € inferiore a n’.

Considerata una particella ‘puntiforme’ isolata (non interagente con alcu-
na altra particella) ad essa € possibile associare una energia cinetica data
da T = (1/2)mv?; se invece la particella interagisce con un’altra (o con al-
tre) e 'interazione e descrivibile mediante un campo conservativo, allora si
puo associare alla particella anche un’energia potenziale U. In un sistema
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fisico costituito da un insieme di particelle isolato,'” le cui interazioni siano
descrivibili mediante campi conservativi, la somma T + U & costante.

Quindi, secondo la Fisica classica, la descrizione dei fenomeni fisici (in-
clusi quelli elettromagnetici) puo essere effettuata usando e distinguendo i
concetti di materia e di energia. Secondo questa concezione, la materia ha
la caratteristica essenziale di ‘possedere’ una massa; alla materia puo inoltre
essere associata un’energia cinetica e/o potenziale. Va tuttavia sottolineato
che, nell’ambito dell’elettromagnetismo, il concetto di energia € concettual-
mente indipendente da quello di massa: basti pensare al fatto che si associa
energia al campo elettromagnetico.

Vediamo come la TRR modifica questa concezione. Si inizi riscrivendo
il quadrato del modulo del quadrivettore energia - impulso:

2
P2 = f—z - p? (I1.49)

che e un invariante. Questa formula e di semplice lettura solo quando é rife-
rita ad una particella ‘elementare’ isolata; intendendo per ‘elementare’ una
particella non composta, cioé non costituita da sub - particelle. In questo
caso il secondo membro della (I1.49) si riduce a m?c?. Per un sistema fisico
composto da piu particelle (per esempio una particella composta, un solido,
un liquido o un gas) la (I1.49) assume la forma:

= 1 2 2
2 _ -

7 =z a) - (P (IL.50)
Se si pone uguale a M?c? il secondo membro della (I1.50), si definiscela mas-
sa M (invariante) di una particella composta o, in generale, di un sistema
fisico composto da pili particelle. Per calcolare M & conveniente scegliere il
SRIin cui la quantita di moto totale del sistema P= >, pi e nulla. Si ottiene
allora:

1 1
M: gzié&i: gg

Essendo:
&=Y .mic*+T+U

dove m;, T e U sono, rispettivamente, la massa della particella i - esima,
I'energia cinetica e I'energia potenziale del sistema di particelle, si ottiene:

~ 1
M—Zimi+§(T+U) (I1.51)

15Cioe tale che le uniche interazioni cui ogni particella dell'insieme ¢ sottoposta siano
quelle con le altre particelle del sistema.
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La massa di un insieme di particelle non € uguale alla somma delle masse
delle particelle che lo costituiscono. In particolare, per un sistema costitui-
to da due particelle, nel passaggio da uno stato in cui le particelle sono a di-
stanza infinita ad uno stato in cui le particelle interagiscono con energia po-
tenziale negativa (attrazione), la massa del sistema puo diminuire. La (I[.51)
implica che, considerato un insieme isolato di particelle, alla loro energia to-
tale T+ U & associata una massa paria (T + U)/c?. I risultati possono essere
riassunti nello schema della tabella I1.4.

Massa | Y m; = Y mc? Energia | o

Massa | (T +U)/c? < T+U Energia | *

Massa Zm,-+(T+U)/c2 = Zm,-cz+(T+U) Energia | o
totale totale

Tabella II.4. massa ed energia nella relativita ristretta. Y. m; € la massa, T in-
dica I'energia cinetica, U quella potenziale. La stella indica I'’energia e la massa
messe in gioco in processi usuali; il circolo, la massa e 'energia messe in gioco in
reazioni particella - antiparticella.

Questi risultati sono usualmente commentati dicendo che massa ed energia
sono equivalenti o che la massa si puo trasformare in energia (o viceversa).
Un’analisi pit1 attenta mostra che queste asserzioni sono fonte di ambigui-
ta o fraintendimenti. Si consideri una particella composta, per esempio un
atomo A. Le sue proprieta sono descritte in termini delle masse delle parti-
celle elementari (o che si possono considerare tali nei processi presi in esa-
me) che lo costituiscono, nonché della loro energia di interazione (poten-
ziale e cinetica). Per la (I1.51), alla somma dell’energia cinetica e potenziale
delle particelle costituenti si deve associare una massa paria (T + U)/c?: es-
sa fa parte della massa dell’atomo, ma deve essere distinta dalla massa delle
particelle costituenti.'® Si supponga ora che 'atomo A emetta un fotone di
energia ey e che questo fotone venga poi assorbito da un altro atomo B (ri-
sonanza): come si descrive il processo di emissione - assorbimento? Emet-
tendo il fotone, I'energia dell'atomo A diminuisce di una quantita ey e la

161’atomo & considerato in quiete.
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sua massa di una quantita es/ 2. In questo processo non sono coinvolte le
masse delle particelle costituenti 'atomo: I'atomo perde parte della ener-
gia T + U delle particelle che lo costituiscono. Il fotone emesso viaggia nel
vuoto con velocita c: la sua massa e nulla. Quando il fotone viene assorbito
dall’atomo B, avviene il processo inverso: I'energia di B aumenta di ey e la
sua massa di ef/ 2. Anche in questo caso non sono coinvolte le masse delle
particelle elementari costituenti.

10
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Figura I1.9. energia media di legame per nucleone in funzione del numero di
massa A (numero dei nucleoni).

Un’analisi dello stesso tipo vale anche per le reazioni nucleari di fissione e
fusione: quella che viene posta in gioco € la massa associata all’energia T+ U
delle particelle costituenti i nuclei e non la loro massa.

Lequazione (II.51) spiega come possa essere liberata energia nei pro-
cessi di fissione e fusione nucleare. Se un nucleo di massa M contiene N,
protoni e N, neutroni, 'energia di legame media E; per nucleone (protone
o neutrone) del nucleo & definita nel modo seguente:

[M = (Npmp + Npmpy)]
Np+ Ny

2

1=

dove my € la massa del protone e m, la massa del neutrone. Lenergia
liberata durante una reazione di fissione o fusione é allora:

E=N(E -E)
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dove N e il numero dei nucleoni coinvolti nella reazione e E;, E{ I'energia
media di legame per nucleone iniziale e finale. U'energia media di legame
per nucleone in funzione del numero di massa aumenta sino al valore di
circa 8.7 MeV, in corrispondenza del numero di massa (numero dei nucleo-
ni) 56, per poi diminuire gradualmente (figura I1.9). Pertanto, la fusione di
due nuclei leggeri e la fissione di un nucleo pesante opportunamente scelti
libera energia (sotto forma di energia cinetica e di fotoni).

Ci sono tuttavia dei processi in cui, effettivamente, viene messa in gio-
co la massa delle particelle: sono le reazioni particella - antiparticella, per
esempio elettrone - positrone.'” In queste reazioni la coppia particella - an-
tiparticella, scomparendo, da origine ad una coppia di fotoni.'®

Alla luce delle considerazioni svolte, appare evidente come la concezio-
ne della materia della Fisica classica sia inadeguata per descrivere il com-
plesso dei fenomeni fisici osservati. Ad essa bisogna sostituire una conce-
zione della materia come costituita da massa e da energia. Le relazioni tra
queste due grandezze sono specificate nella tabella I1.4. Queste relazioni
sono tali per cui i due principi di conservazione della Fisica classica riguar-
danti la massa e I’energia, sono sostituiti da un unico principio di conserva-
zione: quello del’ENERGIA. Si noti, in riferimento all’analisi del processo di
emissione e di assorbimento di un fotone, che la massa non ¢ conservata:
quando il fotone ¢ in volo tra un atomo e I'altro, manca una massa pari a
eflc?.

Si dira con ragione che non appare possibile che, almeno in un pros-
simo avvenire, si trovi il modo di mettere in liberta queste spaventose
quantita di energia, cosa del resto che non si puo che augurarsi, perché
l'esplosione di una cosi spaventosa quantita di energia avrebbe come
primo effetto di ridurre in pezzi il fisico che avesse la disgrazia di trovar
il modo di produrla.

Enrico Fermi

17Un positrone & una particella di massa e spin uguale a quelli dell’elettrone, ma dotata di
carica opposta.

18E’ anche possibile il processo inverso in cui un fotone, interagendo con un nucleo, da
origine ad una coppia elettrone - positrone.
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I1.9.1 Red - shift gravitazionale

I risultati ottenuti permettono di predire I'effetto noto come red - shift gra-
vitazionale, originariamente previsto dalla teoria della relativita generale. Si
consideri un atomo eccitato posto nel campo gravitazionale della Terra e si
suppongano entrambi a riposo nel sistema di riferimento scelto. L'energia a
riposo del complesso (atomo + Terra) sara allora data da:

&y = Mc*+(mc* + AE) - GTM(m+ %)
dove M e m sono, rispettivamente, la massa della Terra e dell’atomo non
eccitato, G la costante di gravitazione universale, r la distanza tra atomo e
centro della Terra e AE & I'energia di eccitazione dell’atomo in assenza di
campo gravitazionale (r — oo). L'energia disponibile per I'emissione di un
fotone da parte dell’atomo — o quella necessaria per il suo assorbimento —
sara quindi:

roc? c?

dove ¢ é il potenziale gravitazionale della Terra nel punto distante r dal
suo centro. Questo risultato coincide con quello previsto dalla relativita
generale, nel caso di campi gravitazionali non troppo intensi (¢ < c?).

La trattazione di questi argomenti basata sulla relativita generale usa
la formula che fornisce I'energia di un atomo eccitato in quiete in un
campo gravitazionale:'?

& =(mc®+AE)\[1+ zc—f (I1.53)

dove m & la massa a riposo dell’atomo non eccitato e AE & la sua ener-
gia di eccitazione in assenza di campo gravitazionale; ¢ ¢ il potenziale
gravitazionale nel punto in cui si trova 'atomo. Lenergia disponibile
per I'emissione di un fotone da parte dell’atomo — o quella necessaria
per il suo assorbimento — sara quindi, se ¢ < c?:

¢

AE(¢) =AE 1+c_2

che coincide con la (II.52). Siccome, per il principio di equivalen-
za debole, un campo di accelerazione e localmente equivalente ad
un campo gravitazionale (sezione II.11, pagina 64), le due equazioni
precedenti si applicano anche ai campi di accelerazione.

196i veda, per esempio: C. Moller, The theory of relativity, Second Edition, Clarendon Press,
Oxford, 1972, p. 387.
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Considerando due valori di r, R e R+ h, dove R = 6378 x 10° m ¢ il raggio
della Terra, si ha:

GM 1
AE(R) = AE(I——Z—) (I1.54)
cc R
AE(R+h) = AE(I—G—M ! ) (I1.55)
B ¢2 R+h ’
Se h < R, allora:
1 ~ 1 ( B h)
R+h R R
Pertanto:
gh gh
AE(R+h)=AE(R) + AE? ~AER)|1+ ? (I1.56)

dove g = GM/R? =9.8 ms~2 &'accelerazione di gravita.

= Lapprossimazione AE(R) = AE richiede un chiarimento. Dalla
(I1.54) si deduce che:

GM _GMR _ R ¢ 95x10-10
Rc?2  R%2¢2  ¢?
mentre:
5;—? ~1.18x1071°

se h = 20m. Pertanto, sostituendo nella (II.56) AE(R) a AE si
introduce un errore il cui ordine di grandezza & dell’ordine di
10719 x 10715 = 1072 che & 10'° volte pil1 piccolo del valore che
si deve misurare.

Orologi atomici. Il funzionamento degli orologi atomici ¢ basato sull’assorbi-
mento di fotoni da parte degli atomi o delle molecole che ne costituiscono la parte
“atomica’. Per esempio, negli orologi al Cesio,?° gli atomi di '33Cs (55 protoni e 78
neutroni; 55+ 78 = 133) assorbono le onde elettromagnetiche (microonde) prodot-
te da uno strumento pilotato in frequenza — attraverso una catena moltiplicatrice
di frequenze — da un oscillatore al quarzo “bloccato” in frequenza dal segnale do-
vuto all’assorbimento delle microonde da parte degli atomi di Cesio. Lorologio &
detto “atomico” perché sono gli atomi di Cesio a “bloccarne” la frequenza di funzio-
namento; la frequenza misurata € una frequenza ‘elettrica’, proporzionale a quella
delle microonde.

201] Cesio &, a temperatura ambiente, un solido dall’aspetto argenteo; si ossida molto
facilmente e fonde a 28.44°C.
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In dettaglio, uno schema di orologio al Cesio puod essere del tipo seguente.
Lo stato fondamentale dell’elettrone di valenza del Cesio e suddiviso in due livelli
dall'interazione, detta iperfine, tra il momento magnetico dell’elettrone di valen-
za e quello del nucleo: i due livelli sono individuati dai numeri quantici F =3 e
F = 4, rispettivamente (lo stato F = 3 € quello minore in energia). Il Cesio viene
fatto evaporare in un ‘forno’ da cui escono atomi di Cesio dotati di una velocita di
circa 250 ms~!. 1l fascio di atomi, ben distanziati e in alto vuoto, viene suddiviso
da un campo magnetico disomogeneo in modo tale che solo gli atomi nello stato
F = 3 proseguono il loro cammino; gli altri, nello stato F = 4, sono intercettati da
un assorbitore di carbonio. Gli atomi nello stato F = 3 passano quindi in una cavita
dove microonde di lunghezza d’onda opportuna provocano transizioni tra lo stato
F =3 elo stato F = 4; siccome non tutti gli atomi effettuano questa transizione, un
altro filtro’ costituito da un campo magnetico disomogeneo e da un assorbitore di
carbonio intercetta, in questo caso, gli atomi che sono rimasti nello stato F = 3. Gli
atomi nello stato F = 4 sono quindi ionizzati, per impatto, da un filo caldo, sele-
zionati da uno spettrometro di massa, e finalmente rilevati mediante un ‘electron
multiplier’ il cui funzionamento & basato sul fatto che I'impatto di una particella
(carica o neutra) sulla superficie di un elettrodo provoca ’emissione di elettroni.
Infine, un circuito elettronico di reazione controlla la frequenza delle microonde in
modo tale da mantenere massimo il segnale rivelato.

Il primo orologio atomico al Cesio incomincio ad operare nel 1952 e gli orolo-
gi atomici divennero disponibili sul mercato a partire dal 1958. I migliori orologi al
Cesio attuali posseggono una precisione pari a circa 5 parti su 10'°: cio corrisponde
ad un errore di un secondo in 6.341.959 anni. Gli orologi al Cesio sono utilizzati per
mantenere lo standard del tempo mondiale ed in ogni applicazione tecnica richie-
dente la loro precisione. Essi costituiscono il nucleo del sistema di posizionamento
chiamato GPS (Global Position System): la loro precisione richiede che si tenga
conto degli effetti dovuti al campo gravitazionale terrestre e all’accelerazione.

Studiamo I'equazione (I1.56) in due casi: a) due orologi atomici identici po-
sti ad altitudini diverse; b) emissione di un fotone ad una altitudine e assor-
bimento dello stesso fotone ad un’altitudine maggiore.

a) La (I1.56) indica che le microonde devono fornire pili energia ad altitu-
dini maggiori per provocare la transizione quantica tra due livelli energeti-
ci. Ne consegue che le frequenze delle microonde dei due orologi posti ad
altitudini diverse saranno correlate dalla relazione:

gh
1+?)

e i periodi fondamentali dei due orologi dalla relazione:

v(R+ h)=v(R)

T(R+h) = T(R)(l—gc—?) (I1.57)
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= In base alla (I1.57), il secondo scandito da un orologio atomi-
co posto sulla cima del Monte Bianco ¢ minore di quello scan-
dito da un orologio identico posto a livello del mare di circa
5.24x 10713 5. Abbiamo posto i = 4810 m e assunto la medesima
accelerazione di gravita per le due localita.

b) Se un atomo A; emette alla distanza R; dal centro della Terra un fotone
verso l'alto, la sua energia non e sufficiente per provocare la transizione in
un atomo A; identico posto alla distanza R, = R; + h dal centro della Terra.
Dalla (I1.56) si ottiene infatti che I'energia del fotone emesso dall’atomo A,
€ pit1 bassa di quella necessaria alla transizione:

h
er(Ay) ~ ef(Ay) (1 - i—z) (IL58)

Latomo A,, per poter assorbire il fotone, deve muoversi verso I'atomo A;
con velocita adeguata a compensare, per effetto Doppler, 'energia mancan-
te. Usualmente ci si riferisce alla (11.58) parlando di red - shift gravitazio-
nale, per indicare che la frequenza del fotone appare all’atomo assorbente
come spostato verso il rosso. Naturalmente, nel caso in cui I'atomo emit-
tente si trovi ad una altitudine maggiore di quella dell’atomo assorbente,
quest’ultimo ‘vede’ il fotone spostato verso il violetto.

Si noti che il valore del rapporto gh/c? & pari a 2.46 x 10! per h =
22.55m. La distanza di 22.55m tra nucleo emittente e assorbente e
quella usata da Pound e Rebka per la prima verifica sperimentale della
(I1.58).%1

Per controllare sperimentalmente la predizione teorica € quindi ne-
cessario poter misurare I’energia di un fotone con una precisione di
una parte su 10'°. Cid & stato reso possibile dalla scoperta, avvenu-
ta nel 1957, dell’effetto Mossbauer. A temperature sufficientemente
basse, nuclei radioattivi in solidi cristallini possono emettere o assor-
bire fotoni y con un rinculo praticamente nullo, perché I'energia di
rinculo (pagina 166), rispetto a quella che entra in gioco quando ad
emettere o ad assorbire e il nucleo di un atomo isolato, viene ridotta
di un fattore pari al numero degli atomi del cristallo. Usando come ri-
velatore del materiale identico a quello della sorgente, i nuclei in esso
contenuti possono assorbire i fotoni emessi dai nuclei della sorgen-
te (risonanza) solo se la differenza di energia AE tra i livelli quantici
coinvolti nell’emissione o nell’assorbimento dei fotoni e lo stessa per

21R.V. Pound e G.A. Rebka jr. ‘Apparent weight of photons’, Physical Review Letters 4 (1960),
337 - 341.
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i nuclei della sorgente e del rivelatore: pili precisamente, la risonan-
za e possibile solo se 'energia di rinculo del cristallo &€ minore della
larghezza naturale (sezione V.4, pagina 124) della riga di emissione
(o di assorbimento). Se, per esempio, la AE dei nuclei della sorgen-
te viene modificato da un campo gravitazionale, i nuclei del rivelatore
non sono in grado di assorbire i fotoni emessi dalla sorgente. Tutta-
via, muovendo, in questo caso, il rivelatore verso la sorgente, i nuclei
del rivelatore possono, per effetto Doppler, assorbire i fotoni: per au-
mentare la sensibilita della misura, il rivelatore viene sottoposto ad un
moto armonico in modo tale che esso entra ed esce periodicamente
dalla condizione di risonanza.

I[1.10 Laradiazione cosmica di fondo

La cosmologia é una scienza che possiede solo pochi dati osservativi
su cui lavorare. La scoperta della radiazione cosmica di fondo ne ha
aggiunto uno - la temperatura attuale della radiazione dell’'universo.
Questa, tuttavia, ha costituito un allargamento significativo della no-
stra conoscenza perché essa richiede una cosmologia con una sorgen-
te della radiazione ad un'epoca primitiva ed essa ¢ una nuova son-
da di quell’epoca. Misure pitt accurate della radiazione di fondo ci
permetteranno in futuro di scoprire nuovi fatti riguardanti I’Universo.
Robert W. Wilson

Nel 1965 Arno Penzias e Robert Wilson scoprirono che la Terra é investita da
una radiazione elettromagnetica sostanzialmente isotropa.

In realta la radiazione cosmica di fondo presenta variazioni intrinse-
che di intensita non isotrope dell’ordine di una parte su 10°. In quel
che segue, tale anisotropia, dovuta secondo la teoria cosmologica del
Big - Bang, alla distribuzione della materia e dell’energia nelle prime
fasi di vita dell'Universo, & ignorata.

Misure effettuate con il satellite COBE (COsmic Background Explorer), lan-
ciato nel 1989, hanno mostrato che tale radiazione corrisponde a quella
emessa da un corpo nero alla temperatura di 2.725 + 0.002 K e che 'aniso-
tropia non intrinseca osservata e interpretabile come dovuta - per effetto
Doppler - al moto del satellite intorno alla Terra, della Terra intorno al Sole,
del Sole nella Galassia e della Galassia attraverso I'Universo: la Terra viaggia
nello spazio ad una velocita di circa 360 km al secondo.
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Laradiazione di corpo nero &, operativamente, quella contenuta in un
corpo cavo isotermo: essa € indipendente dalla costituzione atomica
del corpo (sezione V.12, pagina 169). Secondo la formula ricavata per
la prima volta da Planck (1900), la densita di energia (energia per unita
di volume e di frequenza) all'interno della cavita isoterma € data da:

8mv:  hv

utv, 1) = =3~ et _ g

dove v ¢ la frequenza, T la temperatura assoluta del corpo cavo, k
la costante di Boltzmann e h quella di Planck (per il valore di queste
costanti, si veda a pagina 503). La densita di radiazione u & massi-
ma in corrispondenza della lunghezza d’onda Aj; = 0.2897 x 1072/ T
ne segue che la lunghezza d’onda per cui & massima l'intensita del-
la radiazione cosmica di fondo & pari a 1.06 mm corrispondente ad
una frequenza vy, uguale a 2.83 x 10'! Hz. Leffetto Doppler del pri-
mo ordine dovuto ad una velocita V = 600 km al secondo comporta
una variazione di questa frequenza data da (equazione V.30, pagina
159):
Avpylvy=Vie=+2x 1073

(dove abbiamo posto cosf = +1) ed una variazione della corrispon-
dente lunghezza d’onda datada Ady = —c (1/v5,)Avy = $2.12x107° mm.*

Questa osservazione sperimentale, interpretata come sopra indicato, impli-
ca le seguenti conclusioni:

o Ilmoto del satellite nell’'Universo & il suo moto rispetto al sistema di ri-
ferimento che vedrebbe la radiazione cosmica di fondo isotropa: que-
sto sistema di riferimento, K¢, costituisce un sistema di riferimento
privilegiato rispetto al quale definire lo stato di quiete assoluta o di
moto assoluto di un corpo.

o Siccome la misura e effettuata dal satellite nel suo sistema di riferi-
mento, la sua velocita in questo sistema & nulla. La velocita U del sa-
tellite che emerge dalle misure da esso effettuate & quella relativa a
K¢: questa univocita di 7 ne individua il carattere assoluto.

L'esistenza di un sistema di riferimento privilegiato potrebbe apparire, a
prima vista, incompatibile con la teoria della relativita. L'evoluzione storica

22per maggiori dettagli sulla radiazione cosmica di fondo, si veda il sito
http://lambda.gsfc.nasa.gov/index.cfm
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dei concetti di spazio e di tempo é stata infatti costantemente descritta co-
me un’inconciliabile contrapposizione tra assoluto (Newton) e relativo (Ein-
stein). In realta, la chiave di volta del passaggio da Newton ad Einstein & co-
stituito dalla sostituzione delle trasformazioni di coordinate di Galileo con
quelle di Lorentz. Queste ultime nulla dicono intorno alla possibile esisten-
za di un sistema di riferimento privilegiato. Solo |'osservazione sperimen-
tale puo dare una risposta a questa domanda: la scoperta della radiazione
cosmica di fondo indica che la risposta & affermativa.

Si ricordi comunque che nel confronto tra misure effettuate in due SRI
interviene solo la loro velocita relativa.

Nel 1907, Kurd von Mosengheil, su suggerimento di Planck, ha studia-
to il seguente problema.?® Un osservatore & in moto rettilineo unifor-
me in una cavita isoterma: come appare all’osservatore la radiazio-
ne di corpo nero contenuta nella cavita? La risposta di Mosengheil,
ottenuta attraverso un percorso complicato:

V1-V2/c?
T=Tp——————
1-(V/c)cosO

dove Tj & la temperatura della cavita (misurata da un osservatore in
quiete rispetto alle pareti della cavita), T la temperatura misurata dal-
I'osservatore in moto, V la velocita dell’osservatore rispetto alle pareti
della cavita e 8 'angolo formato dalla direzione di propagazione della
radiazione con il vettore — V. La formula di Mosengheil & corretta e si
applica, quindi, ad un osservatore in moto nella ‘cavita’ del Cosmo.

II.11 Sistemi di riferimento inerziali: 11

Lidentita tra massa inerziale e massa gravitazionale suggerisce che un cam-
po di accelerazione d e localmente indistinguibile da un campo gravitazio-
nale —da. La situazione &, emblematicamente, descritta dal comportamento
degli accelerometri. Se collocassimo un accelerometro, come quello mo-
strato in figura I1.3 (pagina 18), con il suo asse (I'asse x della figura) pa-
rallelo alla verticale al polo Nord, esso misurerebbe un’accelerazione diret-
ta verso l'alto uguale a gy, dove gy € il valore dell’accelerazione di gravita
(e del campo gravitazionale) al polo Nord. Lo stesso accelerometro posto
all’equatore misurerebbe, a parita delle altre condizioni, un'accelerazione
pari a gy — 472R/T?, dove il termine sottratto & 'accelerazione centripeta
all’equatore.

23K. von Mosengheil, “Theorie der stazioniren Strahlung in einem gleichférmig bewegten
Hohlraum', Annalen der Physik, 22, (1907), 867 - 904.
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= Ilvalore medio dell’accelerazione di gravita g & di circa 9.8 ms™2.

All'equatore, I'accelerazione centripeta dovuta alla rotazione del-
la Terra intorno al suo asse € data da:

_An?
ac FR
dove R & il raggio equatoriale e T il periodo di rotazione. Essen-
do:
R=6378x10m e T =24x3600s
si ha:
a.=3.37x 1072 ms™2

quindi:

a

—=34x107°

g

Consideriamo ora un laboratorio in quiete rispetto alla massa che genera il
campo gravitazionale g. Un accelerometro collocato nel laboratorio misu-
ra un’accelerazione —g. Se il laboratorio viene lasciato libero, esso inizie-
ra una caduta libera nel campo gravitazionale e 'accelerometro misurera
un’accelerazione —g + g = 0. Nel sistema di riferimento del laboratorio in
caduta libera, un corpo di prova lasciato libero rimarra in quiete o, se dotato
di quantita di moto iniziale, si muovera di moto rettilineo uniforme.

Cio e vero solo se il campo gravitazionale ¢ uniforme: in generale, i
campi gravitazionali non lo sono; pertanto, I'affermazione preceden-
te € approssimativamente verificata purché le dimensioni del labora-
torio siano sufficientemente piccole.

Se si considerano due laboratori collocati in un campo gravitazionale uni-
forme g, di cui uno in caduta libera (CL) e I'altro (Q) in quiete rispetto al-
la massa che genera il campo, le loro caratteristiche sono riassunte nella
tabella I1.5.

| laboratorio | accelerazione | omogeneita | isotropia
CL 0 si si

Q -g no no
Tabella I1.5. confronto tra due laboratori in un campo gravitazionale uniforme
g; CL e in caduta libera, mentre Q & in quiete rispetto alla massa che genera il
campo. L'accelerazione che compare nella seconda colonna & misurata all’inter-
no dei due SRI. Lomogeneita e I'isotropia si riferiscono allo spazio.
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Nel sistema CL lo spazio € omogeneo e non c’e alcuna direzione privilegia-
ta. Nel sistema Q, c’e¢ una direzione privilegiata: e quella lungo cui ‘cade’
un corpo lasciato libero (o quella, opposta alla precedente, lungo cui I'ac-
celerometro misura l'accelerazione g). Inoltre, lo spazio non € omogeneo
perché, per esempio, due atomi identici collocati in due posizioni diverse
lungo la retta della direzione privilegiata emettono (o assorbono) fotoni di
energia diversa (sezione 11.9.1, pagina 58).

A questo punto € necessario coordinare le riflessioni svolte in questa e
nelle sezioni I1.2 (pagina 14) e I1.10 (pagina 62).

Possiamo ora definire inerziali quei sistemi che sono in moto rettilineo
uniforme rispetto al sistema di riferimento privilegiato K¢. I laboratori in
caduta libera sono, rispetto a K¢, in moto accelerato e, se collocati in campi
gravitazionali diversi, in moto accelerato tra di loro. Quindi, due labora-
tori in caduta libera in campi gravitazionali diversi non sono connessi da
trasformazioni di Lorentz (o di Galileo).

I fenomeni fisici, ad eccezione di quelli connessi alla gravitazione, si ma-
nifestano allo stesso modo nei sistemi inerziali e nei laboratori in caduta
libera.

A rigore, i laboratori terrestri non soddisfano le condizioni di omoge-
neita e isotropia dello spazio che stanno alla base delle trasformazioni di
coordinate (sia galileiane che di Lorentz): per questo motivo e perché sot-
toposti all’accelerazione dovuta alla rotazione della Terra intorno al proprio
asse, essi sono solo approssimativamente inerziali. D’altra parte, anche nei
laboratori in caduta libera lo spazio non € omogeneo, perché i campi gra-
vitazionali non sono, in generale, uniformi. L'approssimazione con cui i la-
boratori soddisfano le condizioni richieste, dipende quindi dalla sensibilita
degli strumenti e dall’accuratezza richiesta dallo sperimentatore.

I1.12 Derivazione di trasformazioni di coordinate simil
- Lorentz

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci
sta aperto innanzi a gli occhi (io dico I'Universo), ma non si puo inten-
dere se prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri,
ne’ quali e scritto. Egli é scritto in lingua matematica, e i caratteri son
triangoli, cerchi, ed al-
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tre figure geometriche, senza i quali mezi e impossibile a intenderne
umanamente parola; senza questi e un aggirarsi vanamente per un
oscuro laberinto.

Galileo Galilei

Se si considera f come una coordinata alla stessa stregua delle tre coordinate
spaziali, si deve scrivere:**

X = Xy
! /
vy = yxyzt)
(11.59)
Z = Z(xyz0
t = 20

Si ammette quindi che la coordinata ¢’ possa dipendere, oltre che da t, an-
che dalle coordinate spaziali x, y, z. Riferendosi sempre alla coppia di SRI K
e K’ definiti in precedenza, si suppone che all’istante ¢ = ¢’ = 0 le due origini
O ed O' coincidano. Si osserva ora che:

o Siccome lo spazio ed il tempo sono omogenei, le coordinate accentate
devono essere funzioni lineari di (x, y, z, t). Se cid non fosse, I'espres-
sione della distanza tra due punti infinitamente vicini dipenderebbe
dal punto dello spazio e dall’istante di tempo in cui essa viene calco-
lata e lo stesso varrebbe per un intervallo di tempo infinitesimo: cio
sarebbe in contraddizione con 'omogeneita e l'isotropia dello spazio e
l'omogeneita del tempo.

2414 deduzione presentata in questa sezione segue da vicino quella di: Carlo Cattaneo,
‘Sui postulati comuni alla cinematica classica e alla cinematica relativistica’ Rendiconti
dell’Accademia dei Lincei, 24 (1958), 527 - 32.
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Le equazioni precedenti debbono pertanto essere della forma:

x'=ayx+apy+aizz+ant

_}/, =dax1 X+ dxpy+dxxztayut
(I1.60)

Z = a1 x+aspy+as3z+ dsal

t = A X+ ag) + a432+ Agqel

Per 'omogeneita dello spazio e del tempo, i coefficienti a;; non pos-
sono dipendere dalle coordinate spazio - temporali. Lunico parame-
tro da cui possono dipendere é la velocita relativa tra i due SRI: piu
precisamente, possono dipendere solo da V (per semplicita di scrit-
tura indicheremo la dipendenza di a;; da V solo quando opportuno).

Siccome gli assi X e X’ coincidono, deve essere y' =z’ =0,se y=z=0.
Dalla seconda delle (I1.60) segue allora che ayx = —ay4t; e dalla terza
che as; x = —asyt. Entrambe queste relazioni devono valere per qua-
lunque x e qualunque #; siccome i coefficienti a;; sono indipendenti
da x e da ¢, ne segue che deve essere ay; = axy = as; = azq4 = 0. Le
(I1.60) assumono allora la forma:

/

X = anxtapytazzt+angt
/
Yy = ax)ytasz
(II.61)
Z = apy+asz
t' = agX+apy+asz+ agut

Per la simmetria del problema e la isotropia dello spazio, tutte le di-
rezioni perpendicolari alla direzione del moto relativo sono equiva-
lenti. Cio comporta che le (II.61) non devono cambiare in seguito
ad una qualunque rotazione intorno all’asse X. Deve pertanto essere
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ajp = a3 = dp3 = asp = dgp = ays = 0. Si ottiene quindi:

/

X = anx+apt
y = axny
(I1.62)
Z’ = da33z
t = g1 X+ agqt

Per V = 0 i due sistemi K e K’ coincidono; quindi le (I1.62) devono
ridursi a delle identita. Deve cioe essere:

a11(0) = a»2(0) = az3(0) = as(0) =1 (I1.63)

a14(0) = a41(0) =0 (11.64)

La (I1.63) implica che a;;(V), as:(V), as3(V) non possono essere ne-
gativi: se lo fossero, esisterebbe un valore di V che li annulla; il che
renderebbe le prime tre equazioni (I1.62) non invertibili.

La prima delle (I1.62), scritta per x’ = 0, diventa:

O=a,1Vt+apt=an

a
v+ﬂ)t
arl

Questa relazione deve valere per qualunque t; siccome a;; > 0, deve
essere aj4 = —ap1 V. Le (I1.62) diventano allora:

x' an(V)(x=Vi)

Yy = axp(V)y

(11.65)
Z = as(Vz
= an(V)x+au(V)t
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o Se si invertono contemporaneamente i versi degli assi X, X’ e quello
della velocita di K’ le (I1.65) diventano:

-x' = an(-V)(-x+Vip)

y = axn(=V)y

(I1.66)
Z = ag(=V)z
' = —an(-V)x+au(-V)t

Ora, per la isotropia dello spazio, le (11.65) e le (I1.66) devono essere le
stesse. Quindi:

an(V) = an(=V)

axn (V) = axn(=V)

as3(V) = as3(=V) (I1.67)
ag (V) = agu(=V)

an (V) = —an(=V)

Cioe, dei coefficienti rimasti, quelli con indice ripetuto sono pari, men-
tre ay € dispari.

o Siccome l'inversione delle equazioni di trasformazione corrisponde al
cambiamento di V in -V, si ha:

y=an(=V)y' =an(=V)axn(V)y

da cui, per la seconda delle (11.67), risulta che [a22(V)]? = 1, cioe ayy =
+1 per qualsiasi V. Ma, per V = 0, questo coefficiente & uguale ad 1;
quindi: app = 1. Per le stesse ragioni risulta: ass = 1. Le equazioni di
trasformazione diventano quindi:

X = ankx-Vo
Yy o=y
(I1.68)
7 = z
t = g1 X+ agqt
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o Differenziando la prima e la quarta delle (I1.68) e dividendo poi mem-
bro a membro si ottiene la legge di composizione delle velocita per un
punto che si muova lungo gli assi X, X":

o an(V)(u-V)

- (I1.69)
az1(V)u+ as(V)

dove si e posto u' =dx'/dt' e u=dx/dt.

¢ Si consideri ora un terzo SRI, K", che abbia gli assi diretti come quelli
di K e K'; si supponga inoltre che, per t = t' = t”" = 0, le tre origini siano
coincidenti. K" si muova con velocita U’ rispetto a K’ e con velocita U
rispetto a K. Se si indica con u” la velocita, rispetto a K" di un punto
che si muova lungo gli assi X, X', X", per la (11.69) deve essere, se w &
la velocita dello stesso punto rispetto a K:

"_ all(U)(w_U)
an () w + asa(U)

Se il punto di cui la equazione precedente fornisce la velocita & I'o-
rigine di K, risulta (perché K’ si muove rispetto a K" con velocita
-U'):

" ’ all(U)(V_U)
u' =-U =
an (U)V + aqs(U)
Questa equazione puo essere scritta nella forma:

;. an@)U-V)

= (I1.70)
as1(DV + ass(U)
Inoltre, la (I1.69), scritta per I'origine O di K", da:
wu-v
’ all( )( ) (1171)

—an(NU + ag (V)
Uguagliando i secondi membri della (I1.70) e della (I.71) si ottiene:

ag (V) N ays (V) _ as (U) N ass(U)
ap (V) ann(V) anU) a1 (U)

valida per qualsiasi valore di V e di U. Se si pone una delle due velo-
cita uguale a zero e si tiene conto della (11.63) e della (11.64), si ottiene
I'uguaglianza a4y = a;; che, introdotta nella equazione precedente,
permette di concludere che:

an(V) ~— anU)

= U =costante
as (V) as (U)
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Si osservi che questa costante puo assumere qualunque valore ad ec-
cezione dello zero. Posta questa costante uguale a a, il primo e 'ulti-
mo membro della precedente uguaglianza danno:

14
ayn (V) =a;(V)—
a

Pertanto, la legge di composizione delle velocita (I1.69) diventa:
, u-V
Uu=——->
1+uVia

dalla quale emerge che |a| ha le dimensioni di un quadrato di una
velocita. Il sistema (I1.68) assumera allora la forma:

/

X = all(x—Vt)
y o=y
(I1.72)
7 = z
t = an(t+Via)x)

Ricavando I'espressione di ¢ da quella di ¢’ e sostituendola in quella di
X', si ricava:
xX+ve
X =
aH(V)(l + Vzla)

Scambiando tra di loro i ruoli di K e K’ si sa che, per il principio di
relativita, 1a relazione che esprime x in funzione delle coordinate ac-
centate deve avere la stessa forma della prima equazione delle (11.72)
(con V sostituito da —V):

x=anVE'+Vvt)

che, confrontata con la precedente, da:

1

annV)a(-V) = m

Poiché a,, & una funzione pari di V ed e positivo, si deve concludere

che:
1

V1+V2/a

an =
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Cosicché le trasformazioni cercate assumono I'aspetto definitivo:

1

X = —(x-VD

V1i+V2ia
y o=y

(I1.73)

7 = z
! = ;(t+(V/a)x)

V1i+V2ea

Ricavando x dalla prima delle (I1.73) e sostituendo nella relazione cosi trova-
ta 'espressione di ¢ ricavata dall'ultima delle (I1.73) si ottiene facilmente la
relazione inversa x = x(x’, t'). Procedendo allo stesso modo per la variabile
t, si ottengono le relazioni inverse seguenti:

x = \/ﬁ(x%w’)

y =

Zz = Z

PN (' - (Vie)x')
V1+VZja

Si verifica cosi che le trasformazioni inverse delle (I1.73) si possono scrivere
immediatamente sostituendo alle variabili accentate quelle non accentate
e sostituendo V con —V. Quest'ultima regola puo anche essere derivata os-
servando che se si assume il sistema K’ in quiete allora il sistema K sara in
moto con velocita —V rispetto a K': per il principio di relativita devono va-
lere le (I1.73), naturalmente con le variabili scambiate e con V sostituita da
-V.

E’ ora legittima la domanda: ¢ forse sbagliata la deduzione che ha con-
dotto alle trasformazioni di Galileo? Inizialmente si osservi che la deduzio-
ne delle trasformazioni di Galileo svolta in precedenza non € in realta una
deduzione: infatti si sono scritte le trasformazioni cercate basandosi sulla
intuizione (y' = y, z’ = z) e usando implicitamente la relazione t' = #, quan-
do si & posto x’ = x— Vt. Si sarebbe invece dovuto effettuare un percorso
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analogo a quello seguito in questa sezione, partendo quindi dalle (I1.59) e
avendo per0 cura di sostituire alla quarta equazione 1'uguaglianza t' = r.
Cosi operando, si sarebbe ottenuto il sistema di equazioni corrispondente
al (11.65):

X = ankx-Vp
y = axny
(I1.74)
Z = asz
t =t

A questo punto, la legge di composizione delle velocita sarebbe stata:
u'=an(V)(u-V)
che, scritta per u’ = —V (velocita di K rispetto a K’) avrebbe dato:
-V=-a,(V)V

da cui si sarebbe dedotto che a;; (V) = 1. Le (I1.74) si sarebbero quindi tra-
sformate nelle relazioni di Galileo. Queste considerazioni mostrano che la
deduzione svolta, sebbene insoddisfacente, non era sbagliata: ¢ I'ipotesi di
partenza t’ = t che conduce, correttamente dal punto di vista deduttivo, al-
le trasformazioni di Galileo. Se si abbandona questa ipotesi, si ottengono,
come si e visto, le (I1.73).
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Capitolo III

Maxwell e Lorentz

Alla domanda, “Che cosa é la teoria di Maxwell?”, io non so rispondere
in modo piil conciso o piit preciso che dicendo: “La teoria di Maxwell é
il sistema di equazioni di Maxwell”.

Heinrich Hertz

III.1 Cariche e correnti

I fenomeni elettromagnetici sono dovuti alla presenza, in natura, delle ca-
riche elettriche. La materia ordinaria é costituita da atomi e questi da un
nucleo, formato da nucleoni (protoni e neutroni), intorno al quale ‘ruotano’
gli elettroni.

1l protone € una particella di massa m ~ 1.673 x 1077 kg e carica po-
sitiva e = 1.602x 1071 C; il neutrone& una particella avente carica elet-
trica nulla e massa m,, ~ 1.674 x 10727 kg; infine, | elettrone ha carica
negativa —e ~ —1.602x 107 1° C e massa m, ~ 9.109x 1073! kg. Il raggio
dell’elettrone & minore di 10718 m; quello di un nucleone & dell’ordine
di 107 m.

La materia ordinaria €, generalmente, elettricamente neutra. Per descriver-
ne lo stato di carica, si usano modelli che prevedono cariche ‘puntiformi’ o
distribuzioni continue di cariche. Queste ultime possono essere utilizzate
per descrivere le proprieta di un insieme di cariche puntiformi purché, in
ogni punto della regione dello spazio considerata, sia definibile, in termini
della carica Q contenuta nell’elemento di volume A7, una funzione

p(F) = QIAT
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che rappresenta la densita di carica (carica per unita di volume). Nella de-
finizione di p, si deve utilizzare un elemento di volume At che sia suffi-
cientemente piccolo da rendere p sensibile alle variazioni spaziali e, nel
contempo, sufficientemente grande da assicurarne la continuita.

Si supponga di avere n cariche puntiformi g per unita di volume, tutte
dotate della stessa velocita 7. Considerata una superficie piana S comun-
que orientata rispetto al vettore 7, tutte le cariche contenute in un volume
Svcos a attraverseranno in un secondo la superficie S (figura I11.1).

FiguraIIl.1. definizione di corrente elettrica.

Si ha:
I=nquvScosa

dove a € I'angolo acuto formato dalla normale alla superficie S con la dire-
zione di U. La grandezza I, detta corrente, rappresenta, per definizione, la
carica che attraversa la superficie S in un secondo.
Si consideri ora il vettore
J=nqv

Esso ha le dimensioni di una densita di corrente (corrente per unita di su-
perficie) e puo essere scritto anche come

J=p7U
purché sia p = nq. Nel caso piu generale, J e definito in ogni punto della
regione spaziale considerata; si puo allora scrivere che:

szf-ﬁds (1IL.1)
S

dove S e una superficie qualunque ed 7 € il versore normale all’elemento di
superficie dS. Se S e una superficie chiusa, allora, per convenzione, 7 € il
versore normale a dS ed uscente dalla superficie. Si osservi che I'espressio-
ne al secondo membro della (II.1) &, per definizione, il flusso del vettore J
attraverso la superficie S.
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II.2 Le equazioni di Maxwell nel vuoto

Queste asserzioni [equazioni] formano, per quanto concerne l'Etere, la
parte essenziale della teoria di Maxwell. Maxwell arrivo ad esse par-
tendo dall’idea di azione - a - distanza e attribuendo all’Etere le pro-
prieta di un mezzo dielettrico altamente polarizzabile. Possiamo per-
venire ad esse in altri modi. Ma in nessun modo una prova diretta di
queste equazioni puo essere dedotta dall’esperienza. Appare pertanto
pii logico guardare ad esse indipendentemente dal modo in cui sono
state ottenute, considerandole come assunzioni ipotetiche e lasciando
dipendere la loro probabilita dal grandissimo numero di leggi naturali
che esse abbracciano.

Heinrich Hertz

1l punto essencziale ¢ il fine: rappresentare la moltitudine dei concetti
e degli enunciati piti prossimi all'esperienza come teoremi deducibili
per via logica a partire da una base, la piit ristretta possibile, di con-
cetti e di relazioni fondamentali che possono venir scelti liberamente
(assiomi). La liberta di scelta, tuttavia, e di un tipo particolare: non e
affatto simile alla liberta di uno scrittore di romanzi. Essa é piuttosto

similea
quella di chi é impegnato nella risoluzione di un ben congegnato cru-

civerba. Egli puo, e vero, proporre ogni volta qualsiasi parola come so-
luzione; ma ogni volta e una sola parola che da la chiave per risolvere
il cruciverba in tutte le sue parti.

Albert Einstein

Si supponga che in ogni punto di una regione R dello spazio sia definita
la funzione densita di carica p e la velocita U delle cariche (come si vedra,
queste due funzioni non possono essere indipendenti): allora in ogni punto
di R & definito anche il vettore J = p7. Linsieme delle seguenti equazio-
ni - equazioni di Maxwell — individuano due campi vettoriali E e B, detti
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rispettivamente campo elettrico e campo magnetico:

divk = £ (111.2)
€0
tE 0B (I11.3)
ro = -——= .
ot
divB = 0 (111.4)
. . OE
rotB = ”O(”goa_r) (11L.5)

dove g e  sono, rispettivamente, la costante dielettrica e la permeabilita
magnetica del vuoto il cui valore & da determinarsi.'

I due campi vettoriali E e B sono tali che la forza che si esercita su una
carica puntiforme g, posta in un punto P e dotata di velocita 7, e:

F=q(E+7xB) (I11.6)

dove E e B sono i valori del campo elettrico e magnetico nel punto P consi-
derato. La (II1.6), detta forza di Lorentz, completa la definizione di E e di B,
stabilendone il significato fisico e le dimensioni (nel Sistema Internaziona-
le); di conseguenza determina anche le dimensioni di €¢ e .

Si noti come la forza di Lorentz descriva effetti non inclusi nelle equa-
zioni di Maxwell: I'azione dei campi sulle cariche.

Se si assume

o =4n10"" N A2

il valore sperimentale di ¢¢ risulta pari a
8.854 x 10 12 Fm ™!

Linsieme dei postulati rappresentato dalle equazioni (III1.2 - III.5, I11.6) &
sufficiente per descrivere tutti i fenomeni elettromagnetici nel vuoto.

III.2.1 Invarianza delle equazioni di Maxwell

Le equazioni di Maxwell sono invarianti — cioe la loro forma non cambia —
per trasformazioni di Lorentz. Indichiamo qui la procedura per trovare le
condizioni che assicurano I'invarianza delle equazioni di Maxwell, rinvian-
do lo svolgimento dei calcoli alla sezione XV.7 (pagina 460).

1 teorema di Helmoltz (sezione XV.2.8, pagina 442) assicura che un campo vettoriale &
noto se sono noti la sua divergenza e il suo rotore.
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1. Si considerano due SRI, K e K’ aventi le caratteristiche indicate a
pagina 15.

2. Siscrivono le equazioni di Maxwell per il sistema di riferimento K.

3. Sisostituiscono in esse alle coordinate x, y, z, ¢ le corrispondenti coor-
dinate x',y’,Z/,t' usando le trasformazioni di Lorentz. Cosi facen-
do, si ottengono delle equazioni miste in cui, insieme alle coordinate
accentate, compaiono ancora le grandezze fisiche non accentate.

4. A questo punto si impone che le equazioni miste cosi ottenute abbia-
no la stessa forma delle equazioni di partenza.

Affinché quest’ultima condizione sia soddisfatta, occorre che:

E, = Ex
E, = TIE,+(VxB),] (IIL.7)
E, = T[E.+(VxB),]
B, = By
|
B, =T By~ 5 (VxE)y (I11.8)
) | R
B, = T|B;——(VxE);

(doveT'=1/V1-V?2/c?) eche pce Jx» ]y, ] costituiscano le componenti di
un quadrivettore: la quadricorrente j =(pc,Jx, Ty, J2). Le (1IL.7) e le (II1.8)
sono, rispettivamente, le equazioni di trasformazione delle componenti dei
campi elettrici e magnetici. Le equazioni di trasformazione delle compo-
nenti di J si ottengono ricordando che costituiscono le componenti spaziali
della quadricorrente.

Si osservi che I'espressione della forza di Lorentz (I11.6) postulata a pagi-
na 78 puo essere ricavata usando le equazioni di trasformazione dei campi
e delle componenti di una forza, sulla base del postulato secondo cui la for-
za esercitata su una carica puntiforme in quiete g e F= qE. Si consideri,
per semplicita, una carica puntiforme g che si muova con velocita o lungo
la direzione positiva dell’asse x rispetto al sistema di riferimento K solida-
le con la sorgente del campo magnetico B. In un sistema K’ istantanea-
mente comovente con la carica, la forza che si esercita sulla carica ha come
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componenti:
F, = qE;
r !
Fy = qu
F, = qE,

che, tenendo conto delle equazioni di trasformazione del campo elettrico
(IT1.7) e delle forze (11.42), diventano:

Fx = qu
I'F, qU(Ey+(V x B),]
I'F, qTIE, + (V x B),]

Queste equazioni, scritte in forma vettoriale, tenendo conto che v =V &
diretta come I'asse x, danno:

F=q(E+7DxB)

Si noti tuttavia che questa derivazione non toglie alla forza di Lorentz il ca-
rattere di postulato aggiuntivo rispetto alle equazioni di Maxwell. Infatti,
questa derivazione si basa sul postulato secondo cui la forza che si esercita
su una carica a riposo & F = gE.

La trattazione dell’elettromagnetismo con formalismo spazio - tempo-
rale non conduce alla previsione di nuovi fenomeni: cio € una conseguenza
del fatto che le equazioni di Maxwell e 'espressione della forza di Loren-
tz sono invarianti per trasformazioni di Lorentz. Il formalismo relativisti-
co rende solo possibile trattare agevolmente i fenomeni elettromagnetici in
sistemi di riferimento inerziali diversi.

I11.2.2 Implicazioni delle equazioni di Maxwell
Dalle equazioni (III.2 - TII.5) si possono dedurre alcune conseguenze rile-

vanti:

1. Applicando l'operatore divergenza alla (II1.5), e tenendo conto della
(II1.2), nonché del fatto che div rot =0, si ottiene:

.+ 0Op
div]= 3

Questa equazione, detta equazione di continuita o di conservazione
della carica, stabilisce la relazione che deve sussistere tra le sorgenti
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p e J = pv dei campi. Se si integra su un volume 7 delimitato da una
superficie S, si ottiene, utilizzando il teorema della divergenza:

N 0
.ndS=—-—— d
fS]n athpT

Cioe: il flusso della carica attraverso la superficie S nell'unita di tempo
& uguale alla variazione, cambiata di segno, della carica totale conte-
nuta nel volume 7; la carica si conserva.

2. Se E; e B; sono le soluzioni delle equazioni di Maxwell per una da-
ta distribuzione di sorgenti p1,71, ed E», B, sono le soluzioni corri-
spondenti alla distribuzione di sorgenti p», J, allora la soluzione cor-
rispondente alla distribuzione di sorgenti (o1 + p2,J1 + J») & data da
E= El +E,eB=B, +B,. Questo risultato, che segue immediatamen-
te dal fatto che le equazioni di Maxwell sono lineari in E e B, & noto
sotto il nome di regola di sovrapposizione.

I11.2.3 Nata nell’Etere

La teoria di Maxwell & stata concepita in un contesto caratterizzato da un’im-
magine del mondo in cui I'Etere svolgeva un ruolo fondamentale. Max-
well stesso aveva scritto la voce Etere per la nona edizione dell’ Enciclope-
dia Britannica (1875 - 1889). Il campo elettromagnetico era concepito come
una deformazione meccanica dell’Etere; Maxwell, inoltre, non possedeva
un modello definito di elettricita né di corrente elettrica. Scriveva Maxwell:

La corrente elettrica non puo essere concepita se non come un feno-
meno cinetico. [...] Gli effetti della corrente, come !'elettrolisi e il
trasferimento di elettricita da un corpo ad un altro, sono tutte azioni
progressive che richiedono tempo per essere compiute, e sono per-
tanto della natura dei moti. Per quanto riguarda la velocita della cor-
rente, essa potrebbe essere dell’ordine di un decimo di pollice all’'ora
o di un centinaio di miglia al secondo [qui Maxwell cita il paragrafo
1648 delle Experimental Researches di Faraday]. Siamo cosi lontani
dal conoscere il suo valore assoluto che non sappiamo neppure se cio
che chiamiamo direzione positiva & la vera direzione del moto o la
direzione contraria.’?

E’ quindi sorprendente che, cio non ostante, la teoria di Maxwell sia soprav-
vissuta all’abbandono dell’Etere, alla nascita della teoria della relativita e al

2].C. Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism, Third edition, vol. II, Dover
Publications, 1954, pp. 210 - 211, par. 569.
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risorgere della descrizione corpuscolare della luce. La ragione principale ri-
siede nel fatto che, come sosteneva Hertz, la “teoria di Maxwell & il sistema
di equazioni di Maxwell”. Queste, re - interpretate alla luce dell’espressione
della forza di Lorentz, permettono di descrivere tutti i fenomeni elettroma-
gnetici nel vuoto e, con I'aggiunta di opportuni postulati, anche nei mezzi
materiali. Questo spiega come la ‘teoria di Maxwell’ abbia potuto soprav-
vivere alla ‘scomparsa’ dell’Etere. La nascita della teoria della relativita non
ha posto problemi alla teoria di Maxwell per il semplice fatto che essa € una
teoria relativistica: le sue equazioni, come abbiamo visto, sono invarianti
per trasformazioni di Lorentz. Anzi, la teoria di Maxwell & stata un punto
di riferimento per la nascita della teoria della relativita attraverso il postu-
lato einsteniano secondo cui “la luce nello spazio vuoto si propaga sempre
con una velocita determinata c, indipendente dallo stato di moto dei corpi
emittenti”. In modo indiretto, la teoria di Maxwell & quindi stata la causa
delle necessarie modificazioni che si sono dovute apportare alla dinamica
newtoniana per trasformarla nella dinamica relativistica, invariante per tra-
sformazioni di Lorentz. Piti avanti si vedra che, con opportune ipotesi ag-
giuntive, la teoria di Maxwell puo anche descrivere il comportamento sta-
tistico dei fotoni (pagina 157). Infine, le equazioni di Maxwell per il vuoto
e senza sorgenti, con il campo elettrico e magnetico sostituiti da opportu-
ni operatori quantici, stanno alla base dell’elettrodinamica quantica. Nella
storia della fisica non c’e alcun’altra teoria che, come quella di Maxwell, si
sia mantenuta vitale e creativa attraverso cosi tante trasformazioni.
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Campi, potenziali, onde

IV.1 Ipotenzialiscalare e vettore

Siccome, come abbiamo mostrato, il [flusso del] campo magnetico at-
traverso una superficie delimitata da una curva chiusa dipende dal-
la curva chiusa, e non dalla forma della superficie delimitata da essa,
deve essere possibile determinare [il flusso del] campo magnetico at-
traverso una curva chiusa mediante un processo dipendente solo dalla
natura di quella curva, senza implicare la costruzione di una superficie
che formi un diaframma della curva.
Cio puo essere fatto trovando un vettore A legato a B, il campo ma-
gnetico, in modo tale che l'integrale di linea di A, esteso lungo la li-
nea chiusa, sia uguale all'integrale di superficie di B esteso su una
superficie delimitata dalla curva chiusa...il vettore A...& chiamato
potenziale vettore del campo magnetico.

James Clerk Maxwell
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Il sistema di equazioni di Maxwell:

divk = £ (IV.1)
€o
. 0B
rotE = —— (Iv.2)
or
divB = 0 (IV.3)
. . OE
rotB = ,uo(]Jreoa) (IV.4)

€ costituito da otto equazioni scalari, mentre le incognite sono solo sei (le
tre componenti del campo elettrico e le tre del campo magnetico). Per ve-
rificare che il sistema di equazioni non e sovradeterminato, si procede nel
seguente modo.
La (IV.3), ricordando che la divergenza di un rotore € sempre nulla, per-
mette di scrivere che:
B=rotA (IV.5)

dove A & detto potenziale vettore. La (IV.5) non & sufficiente a determinare A:
infatti, secondo il teorema di Helmoltz, un campo vettoriale € univocamente
determinato quando ne sono noti il rotore e la divergenza (sezione XV.2.8,
pagina 442). Mentre rot A & determinato dalla condizione fisica espressa
dalla (IV.5), la div A pud essere scelta arbitrariamente.

Se si sostituisce la (IV.5) nella (IV.2), si ottiene, scambiando tra loro gli
operatoriroted/dt:

. 0A
rot |{E+—|[=0
ot
Si pud dunque porre, poiché un campo irrotazionale (pagina 178) puo esse-
re sempre scritto come il gradiente di un campo scalare:

E+6A— rad

dove ¢ & una funzione delle coordinate e del tempo, detta potenziale scalare:
la scelta del segno meno € motivata dal suo significato fisico (pagina 179).
Lequazione precedente puo essere scritta nella seguente forma:

-

- 0A
E=-grado- ar (IV.6)

La (IV.5) e la (IV.6) permettono di calcolare E e B, se sono noti il potenziale
scalare e il potenziale vettore.
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I potenziali A, ¢ del campo elettromagnetico non sono univocamente
determinati. Infatti ogni altra coppia di potenziali A, ¢’ con

A = A+gradf
(IV.7)
of
! = _
= 9 ot

dove f (7, ) € una funzione sufficientemente regolare, ma peraltro ar-
bitraria, fornisce attraverso le (IV.5) e (IV.6) gli stessi valori per i campi
EeB.

Le equazioni (IV.7) sono dette trasformazioni di gauge e indicano co-
me sia possibile effettuare una scelta tra tutti i potenziali possibili me-
diante I'imposizione di condizioni addizionali. Questo permette di
semplificare le equazioni a cui i potenziali soddisfano (si veda anche
a pagina 451).

Sostituendo la (IV.6) nella (IV.1), si ottiene:

ddivA) p

_vz _ N8

14 ot &o ( )

Questa € una delle due equazioni che legano i potenziali alle sorgenti. L'altra

si ottiene sostituendo nella (IV.4) a E e B le loro espressioni in funzione dei

potenziali (IV.6, IV.5). Usando la relazione rot (rot A) = grad (div A) — V?A,
si ottiene:

0%A

rro poJ (IV.9)

. - 0
—V2A+grad(divA) +eopo grad (a—(f) + €0 o
Questa equazione pud essere semplificata scegliendo I'espressione di di v A:
- 0
divA=—eqpo 2> (IV.10)
ot
Le (IV.8, IV.9) diventano allora:

Vo—eul? - _P V.11)
(p OHO atz - 80 .
2% 0’ A .

\Y A_EO/JOW = —po/ (IV.12)

L'analisi dimensionale di queste due equazioni mostra che il prodotto €q o
hale dimensioni dell'inverso del quadrato di una velocita. Le due equazioni

85



Capitolo IV. Campi, potenziali, onde

precedenti sono equivalenti a quattro equazioni scalari:

62

o
Vip—copp—s = —-—
® ff()lloat2 o
(IV.13)
V2A FA; j =
i~ Ekozo = —toJi (i=1,2,3)

Queste equazioni, equivalenti al sistema di equazioni di Maxwell, mostrano
che esso non & sovradeterminato.

In assenza di sorgenti, le equazioni (IV.13) sono le stesse cui obbedisco-
no le componenti dei campi elettrico e magnetico. Si consideri, infatti, la
(IV.2): applicando ai suoi due membri I'operatore rotore ed usando la (IV.4)
con J =0, si ottiene:

PE

Fro

che & un’equazione identica alle (IV.13) in assenza di sorgenti. Con pro-
cedimento analogo, si dimostra che il campo magnetico soddisfa la stessa
equazione.

VZE - gopo

IV.1.1 Soluzione in assenza di sorgenti

Immaginate quello che provd quando le equazioni differenziali che
aveva formulato gli dimostrarono che il campo elettromagnetico si
propagava in forma di onde polarizzate e con la velocita della luce!
A pochi uomini al mondo e stata concessa una tale esperienza. In quel
momento emozionante certo non penso minimamente che l'ambigua
natura della luce, apparentemente spiegata in maniera cosi completa,
avrebbe continuato a frustrare gli sforzi di generazioni successive.
Albert Einstein

La conclusione pii diretta e la conferma del punto di vista di Faraday
secondo cui le forze elettriche sono polarizzazioni che esistono indi-
pendentemente nello spazio. Perché nei fenomeni che abbiamo stu-
diato queste forze persistono nello spazio anche quando le cause che
le hanno prodotte sono scomparse. Pertanto queste forze non sono
semplicemente parte o attributi delle loro cause, ma corrispondono a
condizioni mutate dello spazio.

Heinrich Hertz
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Le equazioni per i potenziali del campo elettromagnetico si scrivono, per
una regione dello spazio in cui non ci siano sorgenti (p =0, J = 0):

62
VZCP_EOMOW =0
(IV.14)
0% A;
ViAi—eopo 5 = 0 (i=1,2,3)

In ciascuna delle precedenti equazioni si riconosce l'equazione tridimensio-
nale delle onde di d’Alembert. L'equazione monodimensionale delle onde

hala forma: 5 5
0°f(x,1) 0°f(x,1)
_ =0
0x? £oto or?

Una sua soluzione é data da:

fi=hlx—co

con ¢ = 1/,/€ofig: ¢ € lavelocita di propagazione delle onde elettromagneti-
che nel vuoto . Siverifica che essa soddisfa I’equazione delle onde. Ponendo
infatti (x — ct) = a, si ottiene:

d*fi  1d*fi ,_

" @t =0
qualunque sia 'espressione analitica di f;. Allo stesso modo si verifica che
anche f,(x + ct) e soluzione dell’equazione monodimensionale delle on-
de. Essendo quest’ultima lineare in f, anche una qualunque combinazione
lineare di f;(x —ct) e fo(x + ct) € soluzione della stessa equazione.
Luguaglianza
X2 —x1=c(l2—11)

e condizione necessaria e sufficiente affinché, qualunque sia I'espressione
analitica di f1, si abbia:

filxi—ct) = filxa—ctr)

dove (x1,1;) e (x2, t2) sono due coppie di variabili arbitrariamente scelte.
Questa proprieta della fj(x — ct) caratterizza il concetto di onda: il valore
che la funzione assume all’istante 7, nel punto x, € lo stesso che la funzio-
ne aveva all'istante precedente #; nel punto x; la cui distanza da x, & pari a
c(t, — t1). In altri termini: € come se il valore della funzione in questione si
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fosse spostato da x; a xp (x2 > x1) con velocita c. Per queste ragioni, si dice
chela fj (x—ct) rappresenta un’'onda progressiva; analogamente, la f>(x+ct)
si dice onda regressiva.

La f ela f, non dipendono da y e da z. Fissata una coppia di valori (x, t),
la f1 e la f> hanno lo stesso valore in tutti i punti del piano x = costante,
detto fronte d'onda: per questa ragione sono chiamate onde piane.

Si considerino ora soluzioni delle (IV.14) che siano onde piane progres-
sive:

¢ = @x-ci)
A; Aj(x—ct)

Queste soluzioni non dipendono da y e da z. La (IV.6), scritta per la compo-
nente x del campo elettrico, assume la forma:

0p 0A;
Eyx=———
T oax ot

Siccome per qualunque funzione ¥ dell’argomento (x—ct), vale larelazione:

ov__ v
ot 0x

I'equazione precedente, per la (IV.10) e tenendo conto che

0A, 10y =03A,10z=0

diventa:
E.,=0
Procedendo in modo analogo per le altre due componenti si ottiene:
T
Y 0x
0A,
E, = ¢
‘ 0x

Per quanto concerne il campo magnetico, ricordando che B = rot A, si ot-
tiene:

B, = 0
0A, E,
B = — = ——
Y 0x c
0A E
B, = vy _Zy
0x c

L'analisi delle componenti dei campi mostra quindi che:
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¢ in un'onda piana che si propaga lungo la direzione positiva dell’asse
x, B ed E sono perpendicolari alla direzione di propagazione, perché
Ex =Bx=0;

o E e B sono tra loro perpendicolari, perché il loro prodotto scalare &
nullo;

o fissato E, B forma un angolo di 7/2 con E in senso antiorario, se il
piano dell’onda viene visto avvicinarsi dall’osservatore (figura IV.1);
in termini vettoriali: B = § x E/c, dove § & il versore di propagazione
dell’onda.

o imoduli dei due campi sono legati dalla relazione B = E/c.

I

E
X
> Osservatore

Figura IV.1. relazione vettoriale tra campo elettrico e magnetico in un’onda
piana: per semplicita di rappresentazione si € posto ¢ = 1.

Oltre alle onde piane, possiamo considerare onde sferiche, cioe onde il cui
fronte d’onda sia una superficie sferica. Un’onda sferica deve essere la solu-
zione dell’equazione monodimensionaledi d’Alembert:

o%(r, 1)
VZ2(r, ) - eofto—=—— =0

@(r, 1) — €olo 072

dove la ¢(r, t) € una funzione che dipende solo da r e da t. Poiché, usando
I'espressione (XV.12) dell’operatore laplaciano in coordinate polari, vale la
relazione:

10%(rg)
Vi =-—
¢ r or?
si ottiene: ) )
10°(ro(r, 1) 0°p(r,t)
L S A i R
r or? Foko or?

89



Capitolo IV. Campi, potenziali, onde

Supponendo r # 0, si possono moltiplicare entrambi i membri della prece-
dente equazione per r, ottenendo:

(ro(r, 1) O (ro(r, 1)
oz oM O

La funzione (r¢) soddisfa quindi'equazione monodimensionaledelle onde
nella variabile r. La sua soluzione avra quindi la forma:

ro(rt)=filr—ct)+ fo(r +ct)

con, al solito, ¢ = 1/,/€pfly. Pertanto, considerando solo I'onda progressiva,
si ha:

1
o= ;ﬁ(r —ct)

L'ampiezza di un'onda sferica diminuisce quindi come 1/r: si noti che la
/1 ha le dimensioni di ¢ moltiplicate per quelle di una lunghezza. Questa
proprieta é legata al principio di conservazione dell’energia (pagina 98).
Quando i campi di un’'onda elettromagnetica piana dipendono sinusoi-
dalmente dal tempo, 'espressione della componente del campo elettrico
lungo I'asse y (figura IV.1) assume la forma (per un’onda progressiva):

E,=E, sinZH(%—vt) = By, sin (kx— 1) (IV.15)

dove v é la frequenza della funzione sinusoidale, A = c¢/v & la lunghezza
d’'onda e k = 27/A & il modulo del vettore d’onda diretto lungo la direzio-
ne di propagazione. Si noti come la (IV.15) sia una funzione sinusoidale di
x e di r: fissato x, Ey varia sinusoidalmente in funzione di ¢ con periodo
T = 1/v; fissato ¢, Ey varia sinusoidalmente in funzione di x con periodo
spaziale (lunghezza d’onda) A. Un’'onda descritta dalla (IV.15) si dice mono-
cromatica, perché caratterizzata da una singola frequenza. Un’onda mono-
cromatica con il vettore campo elettrico sempre diretto lungo la medesima
direzione si dice polarizzata linearmente (capitolo X, pagina 291).

IV.1.2 Grandezze sinusoidali

Considerato 'uso esteso delle funzioni sinusoidali, ne richiamiamo alcune
proprieta. Si consideri la funzione:

f(t) =Acos(wt+ ) (Iv.16)
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A el'ampiezza, w = 27v € la pulsazione (v & la frequenza) e I'espressione tra
parentesi e la fase. Il valore medio del quadrato della funzione f(¢) e dato

da:
2

17 A
— | Acos*(wt+@)dt="—
Tfo cos”(wt+ ) >

Si definisce valore efficace della funzione f () la grandezza A/v/2.

A

A
ot+o

fase=0
Figura IV.2. rappresentazione di una grandezza sinusoidale mediante un
vettore rotante (fasore).

Le grandezze sinusoidali possono essere rappresentate da un vettore rotan-
te in un piano (fasore). Il modulo del vettore € uguale all’ampiezza della
grandezza sinusoidale e 'angolo che esso forma con I’asse x - assunto come
origine della fasi - e uguale alla fase della grandezza sinusoidale (figura IV.2).
Questa rappresentazione ¢ usata in diversi contesti; si veda alle pagine: 138,
140, 143 e 365.

=0

A
= Q)
Re
Figura IV.3. rappresentazione di una grandezza sinusoidale nel piano

complesso.

Le grandezze sinusoidali possono anche essere rappresentate mediante nu-
meri complessi. Per esempio, la (IV.16) costituisce la parte reale del numero
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complesso:
A" @D = Acos(wt + @) + isin(wt + )] av17)

La (IV.17) puo essere rappresentata da un vettore nel piano complesso, come
indicato in figura IV.3: al variare di ¢, il vettore ruota nel piano con veloci-
ta angolare w. La somma di due funzioni complesse del tipo rappresenta-
to dall’espressione (IV.17) corrisponde alla somma vettoriale dei rispettivi
vettori.

La rappresentazione complessa di funzioni sinusoidali & sovente usa-
ta per rendere pilt semplici i calcoli. Per esempio: la derivata prima del-
la funzione e’“! &, semplicemente, la medesima funzione moltiplicata per
iw; la sua derivata seconda & la medesima funzione moltiplicata per —w?.
Quando la rappresentazione complessa & usata al solo scopo di semplificare
icalcoli, le grandezze fisiche coinvolte sono pensate, usualmente, come rap-
presentate dalla parte reale del numero complesso. Si noti tuttavia che an-
che la parte immaginaria del numero complesso puo svolgere la medesima
funzione. Infatti, se scriviamo

e'®! = coswt+isinwt

appare subito evidente che scegliere la parte reale o quella immaginaria per
rappresentare la grandezza fisica implica solo una diversa scelta della fase
iniziale. La notazione complessa &€ ampiamente usata nello studio dei cir-
cuiti dove la reattanza di un condensatore o di una induttanza sono rappre-
sentate da un numero immaginario puro che segnala ‘a vista' lo sfasamento
introdotto dalla reattanza (sezione XII.6, pagina 359).

Tuttavia, 'uso pil interessante della notazione complessa nella fisica
classica si ha quando sia la parte reale che quella immaginaria di una gran-
dezza fisica svolgono contemporaneamente un ruolo specifico nella descri-
zione dei fenomeni. E’ questo, per esempio, il caso dell'indice di rifrazione
dei mezzi materiali:

n=n;+iny

dove la parte reale n; controlla la propagazione dell’'onda elettromagnetica
nel mezzo (v = c¢/n; € la sua velocita di fase) mentre la parte immaginaria
ny controlla I'assorbimento di energia da parte del mezzo ('ampiezza del-
I'onda decresce come e~ %7 in funzione della distanza z percorsa; k & il
vettore d’'onda nel vuoto). In questi casi, la parte reale e quella immaginaria
non sono intercambiabili. Si veda il capitolo VIII (pagina 251).
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Nella fisica quantica ondulatoria la funzione d’'onda che descrive lo sta-
to di un sistema fisico €, in genere, una funzione complessa. I valori, rap-
presentati da un numero reale, delle grandezze fisiche misurabili sono dati
dagli autovalori dell’equazione di Schédinger non dipendente dal tempo, o
da valori medi calcolati a partire dalla funzione d’onda.

IV.1.3 Serie e integrali di Fourier

Una funzione f(x), definita nell'intervallo —L < x < +L, puo0 essere scritta
come una serie di funzioni seno e coseno:

f(x):%a(ﬁ i [ancos(?)+bnsin(?)] (IV.18)
n=1

dove:

1 +L
ay, = zf_L fx)dx

1 L nmwx

a, = ). f(x)cos(—L )dx
1 L . (nmXx

b, = zf_L f(x)sm(—L )dx

Se f(x) e periodica con periodo 2L, la serie (IV.18) rappresenta la funzione
f(x) per qualunque x e gli integrali che permettono il calcolo dei coefficienti
della serie possono essere calcolati su qualsiasi intervallo di ampiezza 2L.

Sia f(x) una funzione limitata: in qualsiasi intervallo (a, b) essa ha un
numero finito di massimi e di minimi ed un numero finito di discontinuita
(condizioni di Dirichlef). Se f(x) e assolutamente integrabile sull’'intervallo
(—o00, +00), cioe se:

+00
f | f(xX)|dx < oo
—00
la trasformata di Fourier di f(x) e la funzione g(k) definita dall’equazione:

+00 )
glk) = \/%f f(x)e"kx dx (IV.19)
T J—00

Nei punti di continuita della f(x), vale la relazione:

+00 .
flx) = \/% f gke*™dk (IV.20)
T J—00

La f(x) data da questa equazione si chiama trasformata inversa della g(k).
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Se una funzione f(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet ed € una funzio-
ne pari oppure e definita solo per valori positivi di x, la sua trasformata di

Fourier e data da:
2 oo
g(k)=\/—f f(x)cos (kx)dx
T Jo

fx) = \/gf g(k)cos (kx)dk (Iv.21)
0

e la sua inversa da:

Nel caso che la funzione f sia una funzione della variabile temporale f,
valgono formule analoghe. Basta effettuare le seguenti sostituzioni:

x — t
(Iv.22)
IV.1.4 Soluzione in presenzaadi sorgenti

Le soluzioni studiate nella sezione IV.1.1 (pagina 86) mostrano come si pro-
paga il campo elettromagnetico in una regione priva di sorgenti: il campo &
stato prodotto da qualche sorgente posta al di fuori della regione considera-
ta. La soluzione generale di ciascuna delle (IV.11 - IV.12) e data dalla soluzio-
ne della corrispondente equazione omogenea (senza sorgenti) cui va som-
mata una soluzione particolare dell’equazione completa. Supponendo che
le sorgenti siano assegnate mediante le funzioni p e J — legate tra loro dal-
I'equazione di conservazione della carica — e occupino una regione limitata
dello spazio, si pud mostrare che sono soluzioni particolari delle equazioni
complete le funzioni (figura IV.4):!

1 (X2, V2,20, t—121/C)
@(x1,¥1,21,1) = fp 2V L7 G (v2s)
47'[80 21
Ji(x2,¥2,22,t—T21/C)
Ai(x1,y1,21,0) = @f 2 Vo2 7T g (IV.24)
41 21

Si notino due importanti caratteristiche:

o il valore dei potenziali nel punto P; all'istante ¢ & dovuto alle sorgenti
poste nel generico volume dt, all'istante (¢ — rp;/¢): sono potenziali
ritardati;

1Si veda la sezione XV.6 (pagina 453) delle appendici matematiche.
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(0)
FiguraIV.4. ipotenzialinel punto P; all’istante ¢ sono dovuti alle sorgenti poste
nel volume dt, all'istante (¢ — r21/¢): sono potenziali ritardati.

o ipotenziali ‘si propagano’ con velocita c.

Si osservi che sono soluzioni particolari delle equazioni complete anche le
funzioni:

(P(xl,,)’l» 21, t)

1 y V2,22, t+ 121/
fP(xz Y2,22, t+T21/C) dr,

4me 21

Ai(xl»,)’l» 21, t)

@f]i(xz,yz,zz,t+ ra1/c) dr,
47

r21

Esse differiscono dalle precedenti per lo scambio del segno (-) con il segno
(+) nell’argomento delle funzioni integrande: i potenziali si chiamano, in
questo caso, avanzati. 1l loro significato sarebbe il seguente: il valore del
potenziale nel punto P; all’istante t & dovuto alle sorgenti poste nel generico
volume d71;, ma all'istante successivo t”" = t + rp1/c. Soluzioni di questo tipo
sono normalmente escluse perché, in assenza di ipotesi aggiuntive, violano
il principio di causalita.

Feynman e Wheeler hanno sviluppato, negli anni quaranta del secolo
scorso, una teoria elettrodinamica basata sull'uso congiunto delle so-
luzioni ritardate e avanzate. In questa teoria, per esempio, il campo
elettrico E in un punto qualsiasi & considerato come derivante dalla
somma del campo elettrico ritardato e avanzato: E-= (1/2) (Er + E"a),
con notazioni ovvie. Il risultato finale & costituito da equazioni in cui
compaiono solo le cariche: esse interagiscono a distanza con velocita
di interazione finita uguale a quella di propagazione della luce. Nella
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teoria di Feynman e Wheeler, svolge una funzione essenziale un as-
sorbitore in un modello di universo statico in grado di assorbire tut-
ta 'energia irraggiata dalle cariche elettriche: gli sviluppi piu recenti
usano modelli di universo in espansione.”

Si noti come la soluzione dell’equazione delle onde in assenza di sorgenti e
quella in loro presenza svolgano funzioni diverse: la prima descrive il cam-
po elettromagnetico in una regione dello spazio priva di sorgenti e prescin-
dendo da esse; I'altra correla il campo elettromagnetico alle sorgenti che lo
producono.

IV.2 Lenergiadel campo elettromagnetico

Quando la luce viene emessa, una certa quantita di energia viene per-
sa dal corpo luminoso, e, se la luce viene assorbita da un altro corpo,
questo corpo viene riscaldato, mostrando che esso ha ricevuto energia
dall’esterno. Durante lintervallo di tempo in cui la luce ha lasciato
il primo corpo e prima che essa raggiunga il secondo, essa deve essere
esistita come energia nello spazio tra i due corpi.

James Clerk Maxwell

Partendo dalla teoria di Maxwell, siamo naturalmente condotti a

considerare il problema: come un'energia intorno
ad una corrente elettrica passa da punto a punto, cioé quali cammini

e secondo quale legge essa viaggia dalla parte del circuito dove e per la
prima volta riconoscibile come elettrica e magnetica a quelle parti in
cui e trasformata in calore o in altre forme?
Lo scopo di questo lavoro e quello di dimostrare che esiste una legge
generale per il trasferimento di energia, secondo la quale essa, in ogni
punto, si muove perpendicolarmente al piano contenente le linee di
forza elettrica e di forza magnetica, e che la quantita che attraversa
l'unita di superficie in un secondo e uguale. ..

John Henry Poynting

Si supponga che al campo elettromagnetico sia associata dell’energia e che
questa possa spostarsi da una regione all’altra dello spazio. Si indichi con

2per una introduzione a queste problematiche, si veda: R. Feynman, R. Leighton, M.
Sands, Lectures on Physics, Addison - Wesley, (1964), vol. 11, 28, 1 - 14.
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u la densita di energia - incognita - del campo elettromagnetico e con S il
vettore il cui flusso attraverso una superficie A rappresenta 'energia elet-
tromagnetica che, nell'unita di tempo, I'attraversa. Per il principio di con-
servazione dell’energia si deve scrivere:

0 ~ N
- udT:fS-ﬁdA+fE-]dT (IV.25)
Ol‘ T A T

dove 7 ¢ il volume delimitato dalla superficie A e 'ultimo integrale rappre-
senta il lavoro compiuto dal campo elettromagnetico, nell'unita di tempo,
sulle cariche contenute nel volume 7.

Per verificare questa affermazione si proceda nel modo seguente: il la-
voro compiuto dalle forze del campo elettromagnetico su un volume
dt nell’'intervallo di tempo dt e dato da:

dL=pdt(E+7xB) - vdt

da cui segue immediatamente:

dL N

—=p((-E)d
dt plv-Eydr

che, integrata, fornisce 'ultimo termine della (IV.25).

La (IV.25) puo essere scritta:

0 o - =
——fudrzfdideT+fE-]dT
01‘ T T T

da cui, per I'arbitrarieta di :

o -~ 0
E-j=-divs-2¢ (IV.26)
ot
Dalla (IV.4) siricava che:
7 tB E
Ho Cor
Il primo membro della (IV.26) diventa allora:
I T . . OE
E-J=—E-rotB—¢gyE - — Iv.27)

Ho ot

Usando la relazione:

-

div(Bx E)=E-rotB—B-rotE
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e I'equazione di Maxwell relativa a rot E, la (IV.27) diventa:

~ - 1 .. - - 108B-B) edE-E
E-J=—div(Bx E)— — - — (Iv.28)
Mo 20 ot 2 ot

Confrontando la (IV.26) con la (IV.28), si trova che l'uguaglianza dei loro
secondi membri € soddisfatta se si pone (condizione sufficiente, ma non
necessaria):

R 1. .
§ = —(ExB (IV.29)
Ho
]
u = gy - g (IV.30)
2 20

E’ stata cosi trovata una possibile coppia di espressioni per S e u. Essa tut-
tavia, non & l'unica. Infatti il vettore S dato dalla (IV.29) & definito a meno
di un campo vettoriale uniforme; analogamente, la grandezza u data dalla
(IV.30) e definita a meno di una costante arbitraria. Le espressioni date dalle
(IV.29) e (IV.30) sono state trovate in accordo con le osservazioni sperimen-
tali. 11 vettore S definito dalla (IV.29) si chiama vettore di Poynting; nel caso
di un’onda, la sua direzione coincide con quella della propagazione dell’on-
da e si ‘sposta’ con velocita c: cid implica che 'energia associata al campo
elettromagnetico si propaga con la stessa velocita.

I1 modulo del vettore di Poynting puo essere espresso in funzione di E
o di B, usando la relazione B = E/c. Si ha, per esempio, nel vuoto:

s= 22
Ho

€0 Eg
Ho 2

e, se 'onda e sinusoidale:
<S>=

dove la media ¢ effettuata su un periodo ed Ej ¢ il valore massimo del
campo elettrico. Nel caso in cui si tratti di onde sferiche generate da
una sorgente puntiforme, I'energia media che attraversa, nell'unita di
tempo, una superficie sferica di raggio r e avente il centro nella sor-
gente € quindi proporzionale ad Eg; siccome, d’altra parte, Eg < 1/7
(pagina 90), questa energia e la stessa qualunque sia il raggio della
sfera.
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Con una procedura analoga si puo individuare una coppia di grandezze co-
stituita dalla quantita di moto per unita di volume g associabile al campo
elettromagnetico e dalla quantita di moto ‘trasportata’ (quantita di moto che
attraversa la superficie unitaria nell'unita di tempo). Si trova che:

g§=—S=¢9(ExB) (IV.31)

E’ quindi possibile definire una densita del momento della quantita di moto
J mediante la relazione:

J=7xg=golFx (ExB)] (IV.32)

Nella sezione X.4 (pagina 313) discuteremo il significato fisico del momen-
to angolare associato alla radiazione elettromagnetica. Nel caso di un'onda
piana, € possibile dare un immediato significato fisico alla (IV.31). Si sup-
ponga infatti che un’onda piana venga completamente assorbita da una pa-
rete disposta perpendicolarmente alla sua direzione di propagazione: alla
parete viene completamente trasferita sia '’energia che la quantita di moto
dell’onda. Indicando con p il modulo della quantita di moto della parete si
ottiene, per una superficie unitaria:

dp S

dt ¢ (V:33)
Ricordando che dp/dt = F, dove F & il modulo della forza che si esercita
sulla parete, si conclude che il secondo membro della (IV.33) rappresenta la
pressione esercitata dalla radiazione sulla parete. Se invece di essere com-
pletamente assorbita, la radiazione elettromagnetica fosse completamente
riflessa, la quantita di moto trasferita alla parete sarebbe doppia di quella
appena calcolata.

IV.3 Campo diuna carica puntiforme

Consideriamo il caso di una carica puntiforme g in moto qualsiasi rispetto
ad un sistema di riferimento: il campo elettrico nel punto P; all'istante ¢
quello dovuto alla carica g quando si trovava nel punto Q; all'istante ¢* < ¢
elasuadistanza da P erar,; = c(r—t"), dove c ¢ la velocita della luce (figura
IV.5): le grandezze r*, t* si dicono ritardate.
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Siccome il moto della carica € noto, dato ¢, si ricava t* ed rz*r Si ha

infatti:
[*
X5 =X +f vedt
t
[*
Vs =Y2+ f vydrt (IV.34)
t
-
zy = zz+f v, dt
t
e:
Alt—t = -x)2+ 01—y + (21— 2))° (IV.35)

Se nella (IV.35) si inseriscono le espressioni di x; , y; , zé‘ date dalle
(IV.34), si ottiene un’equazione nell'unica incognita ¢* dalla cui so-
luzione siricava r;; = c(t— t*).

Figura IV.5. carica puntiforme ¢ in moto qualunque. Il punto P; (x1,y1,21) &
quello in cui si vuole calcolare il campo all'istante z. Il punto Q2 (x2,y2,22) € la
posizione della carica all'istante £; il punto Q; (x5, y;,25) la sua posizione all’i-
stante ritardato t* =t — (rz*llc).

Si trova che il potenziale scalare ed il potenziale vettore dovuti ad una carica
puntiforme g in moto qualsiasi sono (sezione XV.6.1, pagina 456):

1 q
X ) ,Z ,t — — N?)G
p(x1,¥1,21,1) dmeo 13 07 FhIC (1V.36)
- v*
Alx, y1,21,0) = Ho d " (IV.37)

TR
dm ry, —v* T3 lc

dove le grandezze con l'asterisco devono essere valutate all’istante ritarda-
to t* = t—ry,/c. Questi potenziali sono detti di Liénard e Wiechert. Dai
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potenziali si ricavano poi i campi mediante le equazioni:

-

-

E

0A
—orado—
grade———

§ rotﬁ

Si noti che, nel caso della carica puntiforme, vale la relazione:

dove 7" ¢ la velocita della carica all'istante ritardato ¢* = t—rJ, /c.
IV.3.1 Campo di una carica puntiforme in moto qualunque
Il campo elettrico e dato da:
. 0A
E= —gradcp—a (IV.38)

con ipotenziali dati dalla (IV.36) e dalla (IV.37) in cui si introduce, per como-
dita di calcolo, la lunghezza d* definita da:

d*=rj-—2=2 (IV.39)

Il calcolo di grad ¢ implica quello di grad d*. Iniziamo, pertanto, con il
calcolo della:

od™ _Ory 1[., OFy . 00"
dx1 O0x; ¢ ox; % ox
Siccome:
?2*1 =7 -T75
si ha: i}
6r21 i or5 ot* i—ﬁ*ai
0xy at* 6x1 0

Per definizione:

*2_—>* .—b*
To1 =T21° 721
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Da cui, derivando rispetto ad x;:

o ory _ 075,
21 axl 21 axl
ot*
o0
21 ( o1
. ot
= (Fau — 216x
- % * a *
= (Fy)x +cld r21) i (IV.40)
1

D’altra parte, si ha:

or* 0 ry 10r;
R i (av
che, usando la (IV.40), diventa:
ot*
Zlax [(rZI)xl-i_C(d*_rZ*I)a]
da cui, infine:

Siccome equazioni analoghe valgono per dt*/0y; e per 0t*/0z;, si ha:

—'*

o
cd*

gradt® = (IV.43)

Combinando la (IV.42) con la (IV.41):

R ar_z*l (r21)x1
6x1 da*

Usando le equazioni segnate con un e, e ricordando che

0* _ov*oit ot

= =a
6x1 or* 6x1 axl
siamo ora in grado di calcolare:
od* 0y 1 (»* 073 ., 00
= ——|U
0x1 ox; ¢ 0x; 21 0x;
_ I_U—*Z (F21)x1 _l % (r21)x1 (_,* . )
N c? da* a2 '
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Formule analoghe valgono per 0d*/0y, e dd*/0z,. Perveniamo cosi alla
relazione cercata:

%2\ 7 * 2%
v Ty 1., ol ow ox
a’ -T5) (Iv.44)
)d* c cd* 21

Procedendo infine al calcolo della (IV.38) si ottiene, usando anche la relazio-
ne vettoriale @ x (bx ¢) =b(a-¢)—<c¢(a-b):

%2 *
- qg 1 v - r21»*)
E = — 1-— |7 ——=70" |+
47T€0d*3{( 62)(21 c
r*
toatax (731——i15*)x5* } (IV.45)

Il campo magnetico e dato da:

- - Ho ﬁ*)

B=rotA=qg—rot|—
q4n (d*

Siccome: s

" v -
rotv* =gradt” x 3 =gradt*xa*

o

si ottiene:

eo!
|

Ho 1 - % - % 1
q4n(d*r0tv U xgradd*)

Ho
9 47

1 1
E(gradt* Xﬁ*)+ﬁz7* xgradd*]

Infine usando la (IV.43) e la (IV.44):

= Ho | .« ?;1
B = —3a X +
q4n{ cd*
1 v+’ VYxTFy o, L, DTxT5
+ d*z 1_6_2 T'f‘(d -rZI)W (IV46)

Tenendo conto della (IV.45), si dimostra che:
By xE
= —7,, X
o2l
Si riprenda in considerazione l'espressione del campo elettrico data dalla
(IV.45). Essa mostra che il campo elettrico generato da una carica puntifor-

me positivain moto qualunque e dato dalla somma di quattro vettori:
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uno diretto come il vettore 7}, congiungente la posizione ritardata
della carica con il punto P; in cui si calcola il campo; questo termine
puo essere chiamato coulombiano;

un secondo diretto come la velocita ritardata della carica U *;

un terzo, proporzionale all’accelerazione ritardata della carica a *, per-
pendicolare al vettore 7, congiungente la posizione ritardata della
carica con il punto Py;

un quarto, il cui modulo & dello stesso ordine di grandezza di quel-
lo del precedente, diminuito di un fattore v*/c. Questo termine &
nullo quando la velocita e I'accelerazione ritardate della carica sono
parallele (per esempio, quando la carica si muove di moto armonico).

Il peso dei quattro termini & determinato dalla loro dipendenza dalla distan-
zaritardata della carica, nonché dal valore del rapporto v*/c. Se si considera
solo la dipendenza dalla distanza, si osserva che i primi due termini dipen-
dono da 1/r2*12 , mentre gli altri due da 1/r;;. E’ interessante discutere due
casi limite:

A) lavelocita della carica e piccola rispetto a ¢, varialentamente e si possono
quindi trascurare i termini contenenti I’accelerazione. In questa situazione,
essendo

ry =T € d=ry V=T

si ha dalla (IV.45) e dalla (IV.46):

N T
P~ L2 (IV.47)
4meg 5
o UXT
~ JR0Z7T (IV48)
47 5,

La prima di queste due equazioni e la legge di Coulomb; la seconda condu-
ce, con opportuni passaggi, alla legge di Biot e Savart (pagina 201).
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= Se la velocita della carica, piccola rispetto a quella della luce, si
puo considerare costante nell’'intervallo di tempo ¢ — t*, possia-
mo porre U* = U. D’altra parte, essendo v < ¢, risulta anche
?’2“1 =~ 7»1. Se, per esempio, 1’2*l =30m, allora t—t* = rz*llc =~
1077s. In questo caso, se la velocita della carica varia sinusoidal-
mente, la sua frequenza deve essere piccola rispetto a 10’ Hz.
Nel caso di campi magnetici generati da correnti in condutto-
ri, la velocita delle cariche e la loro velocita di deriva (si veda a
pagina 274).
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B) La carica si muove in una regione dello spazio le cui dimensioni lineari

sono piccole rispetto alla distanza r,;, la sua velocita & piccola rispetto a

c e la distanza r,; ¢ sufficientemente grande da poter trascurare i termini
. . 2 . o 1s .

dipendenti da 1/r,] rispetto a quelli dipendenti da 1/r;.

Landamento delle funzioni 1/r e 1/r? & mostrato in figura IV.6.

1

0.9f
08r |
07
06
0.5}
0.4f
0.3f

0.2r

0.1p

o 5 10 15 20

r

Figura IV.6. andamento delle funzioni 1/ e 1/r? in funzione di r.

Sotto queste condizioni, essendo:
* *
rp=ra e d o=ry

si ottiene:

- - - %
E=gq To1 % (Fo1xd™)

3
a7 Ty

Il campo elettrico € quindi diretto, se g > 0, come il versore 7 della figura
IV.7; la sua componente lungo 7, che € perpendicolare a 7, & data da:
1 1 1 r
Equ&—a*sinH*:—q&—aj:— &—aL( 21)
A7 193 47 121 4m 121

dove abbiamo introdotto il simbolo L per ricordare che il campo elettrico &
diretto lungo la perpendicolare a 7»;. Questa formula, insieme a quella re-
lativa al campo magnetico, fornisce il campo, detto di radiazione, generato
da una carica in moto. Essa descrive il fenomeno basilare della generazione
delle onde elettromagnetiche.
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sua accelerazione

Figura IV.7. la carica g si muove di moto qualunque; d *
ritardata; il versore 7 & diretto come il vettore 73, x (73, x

Figura IV.8. le frecce sulla circonferenza rappresentano il campo elettrico di
radiazione prodotto da una carica positiva puntiforme in moto armonico. Nei
punti A e B il campo & nullo; d * & I'accelerazione ritardata della carica.

Sotto le condizioni sopra specificate, 'onda generata da una carica che
si muove di moto armonico, a grandi distanze dalla sorgente, & polarizza-
ta linearmente lungo la direzione perpendicolare a 7»; e giacente nel piano

individuato da 7»; e dalla direzione di moto della carica.
L'andamento qualitativo del campo € mostrato nella figura IV.8. Lenergia

irraggiata nell’'unita di tempo (potenza irraggiata) sara data da:

P(t)=f§-ﬁdA
A

dove A € una qualunque superficie sferica, di raggio sufficientemente gran-
de, centrata sulla carica. Ricordandoche S = E 2/(,uo c)echedA=2nr?sinfdo
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r sin0*

FiguraIV.9. peril calcolo della potenza irraggiata da una carica in moto nell’ap-
prossimazione del campo di radiazione.

(r raggio della sfera), si ottiene:

P(t) =

2 2. ” 2% 0F_
pog*a (t=rlc) f sind0 g = H0d @ =110 (IV.49)
0

8mc 6mce

dove 6 e I'angolo che il vettore @ * forma con 7 (figura IV.9) e
b/
f sin®0 d6 = 4/3
0

Nel caso in cui la carica si muova di moto armonico (x = xgcoswt), la po-
tenza irraggiata, mediata su un periodo, ¢ data da:

2.2 4 2.2, 4
XA e~ X,

<pso HOTR® €% (IV.50)
127c 127eyc3

dove x & 'ampiezza massima di oscillazione della carica e w = 27v la pul-
sazione del suo moto.

IV.3.2 Campo di una carica puntiforme in moto rettilineo unifor-
me

Si supponga che la carica g, nell’'origine delle coordinate all'istante ¢ = 0, si
muova con velocita U costante lungo la direzione positiva dell’asse x (figura
IV.10).
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Dalla (IV.45) si ottiene, essendo nulla ’accelerazione della carica:

2 *
= qg 1 v )(a* r21»*)
E = — 1- — |73, - 25
Ameyg d*° [( c? 2L ¢

— 1{(1—U*2)[(x—vt)i+ A+zfc]} (IV.51)
 dmeg dF° c? ! nj+a '

con d* definita dalla (IV.39).

yﬂ

P](X1’Y1,Z1)

vt
z

Figura IV.10. la carica g si muove con velocita costante lungo la direzione po-
sitiva dell’asse x. Q2 & la posizione della carica all'istante ¢; Q;, la sua posizione
all'istante ritardato ™.

X,

Il campo elettrico ha componenti proporzionali a (x; — v?), y1, z; che sono
le componenti del vettore 7,;; quindi il campo elettrico € diretto come 7>;:
esso e radiale rispetto alla posizione attuale (all'istante t) della carica. Per
calcolare le componenti del campo elettrico, € necessario calcolare il valore
di d*. Dalla definizione:

ry=c(t—r")

si ottiene, elevando al quadrato ed esplicitando il valore di r :
-t = (- vt + Y2+ 2}
Questa e un’equazione di secondo grado nell'incognita ¢*:

2 2)

W= At 2 v-Nt + 2+ Y+ 28— PP =0
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Una delle sue soluzioni é:

2
v VX 1
(1——2) t* :t_—zl__\/()ﬂ_vt)z"r
c c c

mentre I'altra & da scartare perché implica t* > ¢. In questo caso, i cam-
pi nel punto P, all'istante ¢ dipenderebbero dalla posizione della carica in
un istante successivo: verrebbe cosi violato il principio di causalita. Vale

dunque la relazione:
= \/(Xl — Ul')z +

2
c[t—m—(l—v—)t*
Siamo ora in grado di calcolare d*:

AT
1—§(y1+z1)

v\ 2, o
1—§)(y1 +z7) (IV.52)

c? c?

% ok
vV .Ty

QU

*
Il
-
DN %
—

|

Il

v
c(t—t*)— —(x; —vt")
c c

Il
—_—
-

I

<
o
N| =
s
I
—_—
—
I
| S
N —
~
*
—

I
v .r
d*=rjy - 21:\/(x1—vt)2+

Dalla (IV.51) si ottiene, infine:

AT
1_6_2(y1+zl)

B = q X1 —vt
T dmeg 42 2, .2, 21302
0 [y2(x1 — v)? + yi + 27|
—y q N
! dmeg [yz(xl—vt)2+yf+zf]3/2
_ q 21

z =Y 3/2
AT [y2(xy — v1)2 + Y2 + 22|
dovey = /1—(v%/c?).

In un piano contenente la carica e perpendicolare all’asse x, la compo-
nente E, € nulla perché x; = vt. Il campo elettrico € quindi perpendicolare
all’asse x ed il suo modulo & dato da:

q 1 1
J_ =
4meg V1- 0212 Y2+ 22
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In altri termini, il valore del campo & quello previsto dalla legge di Coulomb,
aumentato del fattore (1/v'1— v2/c?).
Sull’asse x le componenti Ey, ed E; del campo elettrico sono nulle, per-
ché y; = z; = 0; la sua componente x & data da:
B =1 (1 Uz) X1 — vt

 Azeg c? ) |x;—vt)®

ed il valore del campo e quello previsto dalla legge di Coulomb, diminuito
del fattore (1 — v?/c?).

Quindj, per v < ¢, il campo elettrico & dato con buona approssimazione
dalla formula di Coulomb; invece, per velocita relativistiche (v = ¢), il cam-
po elettrico é fortemente ridotto lungo la direzione del moto (in entrambi i
sensi) e fortemente aumentato nelle direzioni perpendicolari.

Si consideri infine il campo magnetico B. Si ha, ricordando che Ay =
A, =0:

B, = dAz_aﬂ:
0y 0z
B = 0Ay 0A; _vdp v
Y 9z ox 2oz 2
0Ay  0A, vop v
B, = ——- =T 23, 2Ly
ox  dy 2oy ¢
Quindi:
. UxE
B= p

Le linee di campo (linee tali che in ogni loro punto il vettore campo & ad esse
tangente) sono circonferenze centrate sull’asse x.

IV.4 Elettromagnetismo e quadrivettori

I quadrivettori dell’elettromagnetismo sono: la quadricorrente, il quadripo-
tenziale e il quadrivettore d’'onda. La quadricorrente & data da:

F= Ty

dove p & la densita di carica e J il vettore densita di corrente. Il quadripoten-
ziale & dato da:

6=(% A 4),4.)
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dove ¢ & il potenziale scalare e A il potenziale vettore. Il quadrivettore d’on-
da & dato da: w
Z = (;) kx» ky; kZ)
dove w = 2nv e la pulsazione dell'onda sinusoidale e k; (i = 1,2,3) sono le
componenti del vettore d'onda tridimensionale k = (27/A) 7.
Si consideri la divergenza della quadricorrente:

.= 5(PC) 0Jx afy 0J; ap .=
d = +—+—+—==—+d

WS =Sen T ox Tay Tz or T4/
Lalegge della conservazione della carica, in notazione quadridimensionale,
€ quindi espressa dalla relazione:

div =0

Essa vale in qualunque SRI, perché la divergenza di un quadrivettore & in-
variante per trasformazioni di Lorentz. Si osservi infine che la condizione
(divA=—(1/c?)(0¢p/dt)) imposta a suo tempo per derivare le equazioni dei
potenziali elettromagnetici € espressa in forma quadridimensionale dalla
relazione:

div$p=0

come si puo verificare sviluppando il primo membro di questa equazione.

Opportune combinazioni di derivate del quadripotenziale individuano un tensore
di rango 2 antisimmetrico: il tensore elettromagnetico (pagina 424). Mentre nello
spazio euclideo il campo elettromagnetico é rappresentato da due vettori distinti,
nello spazio - tempo esso & rappresentato da un unico ente matematico. Le equa-
zioni cui obbediscono le componenti non nulle del tensore elettromagnetico sono
equivalenti alle equazioni di Maxwell.

1l tensore elettromagnetico permette I'individuazione di due invarianti:

I =c*B?—E? I,=(B-E)?
Quindi:

o Seivettori E e B sono tra di loro perpendicolari (I = 0, E #0, B #0) in un
SRI, essilo sono in qualunque altro SRI. Questo €, per esempio, il caso delle
onde elettromagnetiche o quello del campo elettromagnetico generato da
una carica puntiforme in moto rettilineo uniforme.

o Se I =0 ed I >0, allora puo esistere un SRI in cui E = 0. Questo e, per
esempio, il caso di un campo magnetico creato da un magnete: nel SRI so-
lidale con il magnete il campo elettrico & nullo, mentre & diverso da zero e
perpendicolare al campo magnetico in ogni altro SRI.
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o Se I =0 e I <0, allora puo esistere un SRI in cui il campo magnetico e
nullo. Questo &, per esempio, il caso del campo elettromagnetico creato da
una carica puntiforme: nel SRI solidale con la carica, il campo magnetico
¢ nullo; in ogni altro SRI il campo magnetico ¢ perpendicolare al campo
elettrico.

IV4.1 Un’applicazione del formalismo relativistico

L'uso del formalismo relativistico permette di risolvere con pochi passaggi
problemi che altrimenti richiederebbero calcoli prolungati. Come esempio,
calcoliamo di nuovo il campo elettromagnetico dovuto ad una carica punti-
forme g in moto rettilineo uniforme con velocita o diretta lungo l'asse x del
SRI K. La carica ¢ in quiete nel SRI K’ comovente con essa. In K’ ¢’e solo
un campo elettrico coulombiano il cui potenziale scalare € dato da

1 4
dmeg 1!
E’ inoltre
A'=0
Applicando le formule di trasformazione delle componenti del quadripo-
tenziale, si ottiene:
/ / 1
fzr(£+KA;)=F£=F( 1)
c c c c dmege 1!

perché A/, = 0. Da cui, sostituendo a r' 1a sua espressione secondo K:
q 1
4meo V1 - v2/c? )

ox, ¥z t) =

1/2

2
((x— v)/IvV1— vzlcz) +y2%+ 22

Il potenziale vettore ¢ dato da:

v
Ay = g‘p
Ay = 0
A, = 0

Usando poi le relazioni E = —grad ¢ — dA/dt e B = rot A, si trovano le
espressioni dei campi gia ottenuti nella sezione IV.3.2 (pagina 107).

Alternativamente, si possono ricavare direttamente le espressioni dei
campi usando le relazioni di trasformazione dei campi della sezione I11.2.1
(pagina 78).
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Onde e particelle

Secondo la teoria ondulatoria, c'e un mezzo materiale che riempie lo
spazio tra i due corpi, ed e mediante l'azione di parti contigue di questo
mezzo che l'energia viene trasmessa, da una porzione alla prossima,
finché essa raggiunge il corpo illuminato.

James Clerk Maxwell

...quando un raggio luminoso uscente da un punto si propaga, l'e-
nergia non si distribuisce in modo continuo in uno spazio via via piii
grande; essa consiste invece in un numero finito di quanti di energia,
localizzati in punti dello spazio, i quali si muovono senza dividersi e
possono essere assorbiti e generati solo nella loro interezza.

Albert Einstein

La teoria dei fenomeni elettromagnetici che & stata sinora esposta riflette
lo stato delle conoscenze quale era circa nel 1905. Gli sviluppi successivi
hanno mostrato che la teoria di Maxwell - Lorentz non puo essere usata
per descrivere compiutamente I’emissione o 1'assorbimento di radiazione
elettromagnetica da parte di atomi o di nuclei. Einstein nel 1905 scriveva:

La teoria ondulatoria della luce basata su funzioni spaziali continue
si & dimostrata eccellente per la descrizione dei fenomeni puramente
ottici e non sara certo mai sostituita da un’altra teoria. Si deve tuttavia
tener presente che le osservazioni ottiche si riferiscono a valori medi
temporali, e non gia a valori istantanei, e nonostante gli esperimenti
abbiano pienamente confermato la teoria della diffrazione, della ri-

113



Capitolo V. Onde e particelle

flessione, della rifrazione, della dispersione e cosi via, € concepibile
che una teoria della luce basata su funzioni spaziali continue porti
a contraddizioni con I'esperienza se la si applica ai fenomeni della
generazione e della trasformazione della luce.'

Ora si sa che il processo di emissione o assorbimento di radiazione elettro-
magnetica da parte di un atomo (o di un nucleo) & discreto e direzionale. Gli
atomi (e i nuclei) emettono quanti di luce (fotoni) aventi ciascuno energia
hv e quantita di moto lineare (hv/c) #1; nella sezione X.3 (pagina 308) vedre-
mo che i fotoni possono anche possedere un momento angolare intrinseco
(spin) pari a +(h/2m) ii. 71 & il versore di propagazione del quanto di luce,
h la costante di Planck e v la frequenza della radiazione elettromagnetica
descritta in termini di onde.

Nella sezione V.8.7 (pagina 153), saranno discussi esperimenti di inter-
ferenza realizzati con sorgenti di luce talmente deboli che solo un fotone al-
la volta attraversa, in media, I'apparato di misura: questi esperimenti con-
fermano il rapporto tra descrizione ondulatoria e corpuscolare della luce
descritto qui sotto sulla base di esperimenti ideali.

Si collochi una sorgente di luce al centro di un pallone di vetro sferico
e cavo sulla cui superficie interna e stato depositato un materiale lumine-
scente (opaco se non illuminato). Se la sorgente & molto intensa, si osserva
che il pallone viene uniformemente illuminato. Se si diminuisce progressi-
vamente l'intensita della sorgente, si osserva che la luminosita del pallone
diminuisce progressivamente senza tuttavia perdere la sua uniformita. Di-
minuendo ulteriormente l'intensita della sorgente si osservera che il pallone
si illumina solo per ‘punti’ il cui numero, per unita di tempo, diminuisce al
diminuire ulteriore dell'intensita della sorgente. La teoria ondulatoria non
ha alcuna difficolta a descrivere quanto accade quando la superficie del pal-
lone & uniformemente illuminata, quando cioé I'intensita della sorgente ¢
sufficientemente intensa. Essa, tuttavia, non ¢ in grado di descrivere i feno-
meni discreti osservati quando la sorgente opera a basse intensita. Tale in-
capacita e dovuta al fatto che la teoria ondulatoria € una teoria del continuo,
secondo la quale la sorgente emette onde sferiche e l'energia si propaga ver-
so I'esterno con uniformita. Per poter spiegare la comparsa sulla superficie
del pallone di un punto luminoso, la teoria dovrebbe spiegare come I'ener-

IA. Einstein, ‘Un punto di vista euristico relativo alla generazione e alla trasformazione
della luce’ (1905), in Albert Einstein, Opere scelte a cura di E. Bellone, Bollati Boringhieri,
Torino, 1988, pp. 118 - 119.
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gia distribuita su una superficie sferica si possa concentrare, all'improvviso,
in un punto.

Questo esperimento ideale pu0 essere ulteriormente modificato sosti-
tuendo il materiale luminescente con uno strato di materiale fotosensibi-
le come quello usato per le pellicole fotografiche. Si puo ora eseguire un
esperimento diviso in due parti:

a) sifa operare la sorgente all'intensita I, per un secondo: l'intensita e
scelta in modo tale da annerire uniformemente il materiale fotografi-
co depositato sulla parete interna del pallone;

b) dopo aver cambiato il pallone, si effettua un’altra misura facendo fun-
zionare la sorgente ad una intensita tale che la luce arrivi sulla pare-
te interna del pallone ‘per punti’: sia I tale intensita. Si fara allora
funzionare la sorgente per un numero di secondi paria I,/1j,.

Il grado di annerimento del pallone sara lo stesso nei due casi: la teoria on-
dulatoria li descrive correttamente entrambi, quindi puo essere usata ogni-
qualvolta il numero dei fotoni coinvolti € sufficientemente grande, indipen-
dentemente da come i fotoni entrano in gioco: uno alla volta o tutti insie-
me. Dal punto di vista quantitativo, il raccordo tra descrizione ondulatoria
e corpuscolare della radiazione si stabilisce ponendo:

<u>=nhv

dove < u > e il valore, mediato su un periodo, della densita di energia as-
sociata alla radiazione monocromatica di frequenza v e n la densita dei
fotoni.
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V.1 Interferometro di Michelson

Supponiamo che un certo numero di onde di uguale altezza si muo-
vano, con velocita costante, su di una superficie di un lago stagnante e
che entrino in uno stretto canale che porti fuori dal lago; supponiamo
poi che un'altra simile causa abbia prodotto un'altra serie di onde che
arrivano allo stesso canale, con la stessa velocita e allo stesso istante.
Nessuna delle due serie di onde distruggera lUaltra, ma i loro effetti si
combineranno; se esse entreranno nel canale in modo tale che le cre-
ste di una serie coincideranno con quelle dell’altra, esse produrranno
insieme una serie di creste piiL alte; ma se le creste di una serie sono col-
locate in modo tale da corrispondere agli avallamenti dell’'altra, esse
riempiranno esattamente quegli avallamenti e la superficie dell’'acqua
rimarra piatta. Sostengo che effetti simili si producono ogniqualvolta
due porzioni di luce si mescolano in questo modo; e chiamo questo la
legge generale dell’ interferenza della luce.

Thomas Young
MZ
——
R
Y
M, C M,

T
Figura V.1. interferometro di Michelson. Si veda il testo.

Lo schema dell’apparato inventato da Michelson &€ mostrato in figura V.1:

1. S eunasorgente diluce estesa costituita, per esempio, da una lampa-

116

da a scarica;



Giuliani Bonizzoni - Lineamenti di elettromagnetismo

2. F é un filtro tale che solo una determinata ‘riga’ emessa dagli atomi
del vapore contenuto nella lampada lo possa attraversare (la luce che
attraversa F e quindi, approssimativamente, monocromatica);

3. L e una lente la cui funzione e di rendere il fascio di luce che I'attra-
versa parallelo, con una certa approssimazione,

4, M, & una lastra di vetro inclinata di 45° rispetto alla direzione di pro-
pagazione del fascio e la cui superficie pit1 lontana da S e semi - argen-
tata: la luce incidente su M, e parzialmente riflessa verso lo specchio
M, mentre I'altra porzione del fascio e trasmessa verso Ms;

5. C ¢ una lastra di vetro (compensatore) identica a M;, ma non argen-
tata: la sua funzione é di rendere uguali i cammini attraverso il vetro
dei due fasci (quello verso M, e quello verso M3);

6. M, e M3 sono due specchi;

7. T & uno schermo che permette I'osservazione del fenomeno.
I cammini dei due fasci sono:

o percorso O: L—- My - C—-M3—-C—M —T

o percorso V: L— M; — My, — M; — T

Ai fini del calcolo dei cammini percorsi dai due fasci O e V, € utile conside-
rare il piano R che é il piano in cui 'immagine di M3 viene riflessa da M;:
R si chiama piano di riferimento. Se la superficie riflettente di M» coincide
con R i cammini ottici dei due fasci sono identici. M, puo essere spostato
lungo la direzione verticale della figura con un apparato micrometrico che
ne mantenga la perpendicolarita rispetto alla direzione del fascio V.
Supponiamo dapprima che il fascio uscente da L sia rigorosamente paralle-
lo: questa condizione non € mai verificata; tuttavia, e utile prenderla in con-
siderazione perché essa vale comunque per la porzione centrale del fascio.
Sotto questa ipotesi, si osserverebbe in T un massimo di intensita luminosa
quando la differenza tra i cammini dei due fasci (O, V) € un multiplo intero
di lunghezze d’onda; si osserverebbe buio quando la differenza tra i cam-
mini dei due fasci (O, V) € un multiplo intero dispari di mezze lunghezze
d’onda; si osserverebbe una intensita compresa tra 0 e quella massima per
situazioni intermedie.
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Figura V.2. per il calcolo della differenza di cammino tra raggi paralleli rifles-
si dallo specchio M> e dal ‘piano di riferimento’ R. Si veda il testo. Gli angoli
individuati da un  sono ugualia 6.

La situazione reale e invece quella in cui il fascio uscente da L non ¢ esat-
tamente parallelo. Ne consegue che solo una porzione centrale del fascio V'
incide perpendicolarmente sugli specchi; tenendo conto del fatto che il fa-
scio O & come se venisse riflesso da R, vale la seguente trattazione. Sia d la
distanza tra R e la superficie riflettente di M,. Al centro del fascio, se 2d = nl
con n intero, si ha un massimo di luce sullo schermo T. Il cono di luce co-
stituito dai ‘raggi’ che sono inclinati di un angolo 0 rispetto alla normale a
M, daraluogo in T ad un anello di massima intensita se, con n intero:

2dcosfO =nA

perché 2d cos0 ¢ la differenza di cammino tra i ‘raggi’ riflessi da R (da M3) e
quelli riflessi da M (figura V.2).
In generale, per i raggi inclinati di 6, vale la relazione

2dcosf  4mdcost
A A

dove 6 & la differenza di fase tra i ‘raggi’ riflessi da R (M3) e quelli riflessi da
M. Lintensita risultante sara proporzionale a:

0=2m

o
2E3 +2Eycosd = 4E} cos® >

se il valore massimo del campo elettrico dei fasciriflessi da R e M> &lo stesso
ed uguale ad Ej. La funzione

cos? (an cos@)
A
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Figura V.3. andamento dell'intensita che si osserverebbe con un interferometro
di Michelson con luce rigorosamente monocromatica e con d/A = 1000. Sullo
schermo T della figura V.1 I'intensita ¢ una funzione della distanza ! dal centro
dell'immagine. Siccome [  tanf = 6, questa figura riproduce I'andamento del-
I'intensita in funzione di /. Siveda il testo e la figura V.4.

€ mostrata in figura V.3. Per d = 0 non c’¢ interferenza: in T si osserva un
cerchio luminoso. Per d # 0 I'immagine osservata in T & costituita - se
d/A = n/2, dove n € un numero intero - da un cerchio centrale luminoso
circondato da anelli alternativamente scuri e luminosi (figura V.4). Al varia-
re di d le frange di interferenza si spostano: verso il centro per d crescente;
verso l'esterno, per d decrescente.

Se la luce emessa dalla sorgente S fosse rigorosamente monocroma-
tica, i minimi di intensita osservati in T sarebbero nulli, come mostrato
in figura V.3. Siccome, tuttavia, la luce della sorgente non e mai rigoro-
samente monocromatica, Michelson utilizzo le caratteristiche delle frange
di interferenza prodotte dal suo strumento per definire la visibilita V delle

frange:
_ Imax — Imin

Imux + Imin
V.2 Coerenza difasci diluce

Due fasci di luce che si sovrappongono in una regione dello spazio si dicono
coerenti se la loro differenza di fase, in un punto qualsiasi della regione di
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Figura V.4. figura di interferenza osservata con un interfero-
metro di Michelson. Figura tratta da:  http://www.sciences.univ-
nantes.fr/physique/enseignement/english/image.html

sovrapposizione, € costante nel tempo.

Le definizione di visibilita delle frange di interferenza permette di defini-
re, in termini operativi, il grado di coerenza di due fasci di luce. Per esempio,
i due fasci che interferiscono in T nell'interferometro di Michelson (figura
V.1) si dicono:

o coerenti se, nelle migliori condizioni di osservazione (cioe quando le
intensita dei due fasci sono identiche), danno luogo a frange di inter-
ferenza con visibilita uguale ad uno;

o incoerentise non producono frange di interferenza;

o parzialmente coerentise le migliori frange di interferenza da essi pro-
dotte hanno visibilita compresa tra zero ed uno; in questo caso, la vi-
sibilita delle frange & assunta come una misura del grado di coerenza.

La coerenza € definita come una proprieta relazionale tra due fasci di lu-
ce; tale definizione puo essere estesa anche a due sorgenti di luce. Quando
due sorgenti di luce sono coerentila differenza di fase tra di esse € costante
e, quindi, esattamente definita; quando sono incoerentila loro differenza di
fase fluttua rapidamente e irregolarmente e, quindi, non ha un valore defini-
to; quando sono parzialmente coerentila luce proveniente da esse € sempre
divisibile in due parti: una coerente, I'altra incoerente; le frange prodotte dal-
la parte coerente sono sovrapposte ad un fondo uniforme dovuto alla parte
incoerente ed hanno pertanto una visibilita minore di uno.

Il concetto di coerenza puo essere esteso anche ad un singolo fascio di
luce. Si consideri il fascio di luce parallelo della figura V.5. In prima istanza,

120



Giuliani Bonizzoni - Lineamenti di elettromagnetismo

si supponga che esso sia perfettamente monocromatico; se il fascio e in-
tercettato da uno schermo con due piccoli fori A e B, questi diventano due
sorgenti puntiformi. Ad esse si puo quindi applicare il criterio di coerenza
tra due sorgenti: la larghezza di coerenza del fascio ¢ definita come la mas-
sima distanza tra i due fori che garantisce un grado di coerenza accettabile.

v

A
—O >

B C
—0

Figura V.5. per la definizione di larghezza e lunghezza di coerenza di un fascio
diluce. Siveda il testo.

Se il fascio non e perfettamente monocromatico (come accade sempre) i
due punti B e C, appartenenti allo stesso ‘raggio’ e considerati come sorgenti
puntiformi, non sono perfettamente coerenti: si definisce pertanto una lun-
ghezza di coerenza del fascio come la massima distanza tra due punti come
B e C che garantisce un grado di coerenza accettabile.

La larghezza di coerenza specifica il grado di coerenza spaziale di un fa-
scio di luce; lalunghezza di coerenza ne specifica invece il grado di coerenza
temporale. La lunghezza di coerenza é infatti legata al tempo di coerenza t
dalla relazione: [ = c7 (si veda a pagina 122).

V.3 Emissione della radiazione

Se un atomo emette radiazione elettromagnetica, la sua frequenza v & data,
in prima approssimazione, da:*

Ei—E;
h

V=

dove E; ed Ey sono, rispettivamente, I'energia dello stato elettronico inizia-
le e finale. L'osservazione sperimentale mostra tuttavia che l'intensita del-
la radiazione emessa e diversa da zero su un intervallo finito di frequenze.
Cio implica che la radiazione emessa da una sorgente macroscopica non &
mai rigorosamente monocromatica: si parla allora di larghezza della riga.

28i trascura qui il rinculo dell’atomo e si suppone che l'atomo sia in quiete prima del-
I'emissione. Si veda la sezione V.10.4 (pagina 163).
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Alla larghezza di una riga contribuiscono fenomeni diversi: un fenomeno
‘intrinseco’ di natura quantica che da origine alla cosiddetta larghezza na-
turale; altri fenomeni o parametri che influiscono sulla larghezza della ri-
ga sono la pressione (pagina 127) e 'effetto Doppler (sezione V.11, pagina
168). Il fatto che I'energia dei fotoni emessi o assorbiti da un atomo (o da un
nucleo) sia distribuita su un intervallo non nullo svolge, insieme al rincu-
lo dell’atomo (pagina 166), un ruolo cruciale nel determinare la possibilita
che un fotone emesso, per esempio da un atomo di idrogeno, possa essere
assorbito da un altro atomo di idrogeno. Quando cio avviene, si parla di ‘ri-
sonanza’: la risonanza € possibilesolo quando, indicativamente, I'energia di
rinculo € minore della larghezza della riga; in caso contrario il fotone emes-
so da un atomo (o da un nucleo) non puo essere assorbito da un altro atomo
(o nucleo) identico.

Il processo di emissione di radiazione elettromagnetica da parte di una
sorgente macroscopica ha una durata limitata. Si consideri il caso ideale
in cui Ny atomi (che costituiscono la sorgente), compiano una transizione
all'istante ¢ = 0 che li collochi in uno stato elettronico eccitato E;; se la vita
media dello stato E; e 1, allora, dopo un intervallo di tempo ¢, il numero
degli atomi che si trovano ancora nello stato eccitato sara dato da:

N=Npe™''"

Per descrivere questo processo dal punto di vista ondulatorio, si puo assu-
mere T come una ragionevole misura della durata del processo di emissio-
ne di un'onda sinusoidale di pulsazione w da parte della sorgente. Dicia-
mo allora che un’onda elettromagnetica sinusoidale di pulsazione w & stata
emessa nell’origine delle coordinate a partire dall’istante ¢ = 0 sino all’istan-
te t = 1: all'istante ¢ = 7 'onda si estende quindji, lungo la direzione x, suuna
lunghezza pari a ¢t = x; — 0 = Ax, se la propagazione avviene nel vuoto. In
questo modello, la lunghezza [ viene assunta come ‘lunghezza di coeren-
za’: I'intervallo di tempo 7 si chiama tempo di coerenza. (Si noti che la ‘lun-
ghezza di coerenza’ e stata precedentemente definita in termini puramente
operativi, indipendenti dal modello teorico usato).

= Se la vita media 7 di uno stato eccitato di un atomo & di 1078 s,
ne segue che, secondo il modello adottato, la lunghezza di coe-
renza della radiazione emessa nel vuoto e di ct = 3m. Nel caso
dei laser (pagina 414), lo stato eccitato responsabile della tran-
sizione ‘laser’ pud avere una vita media dell’ordine di 1073 s: la
lunghezza di coerenza della radiazione emessa € in questo caso
dell’ordine di 3 x 10° m.
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L'onda sinusoidale considerata & quindi rappresentata, all'istante ¢ = 7 da
una funzione sinusoidale su una lunghezza Ax = ct: al di fuori di questo
intervallo 'ampiezza dell’onda é nulla. Si ha quindi:

fx) = Acoskpx per0<x<x;

fx) = 0 perx>x

Siccome f(x) € definita solo per valori positivi di x, € esprimibile come (si
vedala IV.21, pagina 94):

2 +00
f(x)=\/—f g(k)coskxdk
T Jo

dove g(k) & data dalla relazione:

2 +00
g(k) =4/ —f f(x)coskxdx
T Jo

cioe:

2 [n
gl = A\/—f coskoxcoskxdx
T Jo
A fxl[ Ko+ k ko — k) x1d
= — cos(kyg+ k)x+cos(ky—k)x]dx
v2mrJo 0 0
A [sin(kg+k)x; sin(ky—k)x;

+
V2n (ko + k) (ko — k)

Per k — ko, il primo termine diventa trascurabile rispetto al secondo. Quin-
di: ]
Ax; sin(kg— k) x;

T V2n (ko-k)x

g(k)

Siccome I'energia associata all’onda di vettore d’onda k dipende dal quadra-
to della sua ampiezza, in figura V.6 e riprodotta, a meno del fattore moltipli-
cativo (A%x?/27m) la funzione g2(k). Per k — ko, g°(k) — g(ko) = (A*x%/2m);
al crescere di |ky — k| il valore di gz(k) decresce rapidamente.

La trattazione svolta si basa su un modello piuttosto artificioso. I risultati
ottenuti svolgono una funzione puramente illustrativa:
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0.9r 7

0.81 4

0.7r 7

0.61 7

0 ‘ ‘ ‘
-10 -5 0 5 10
(k,~k)x,

Figura V.6. andamento del quadrato dell’ampiezza della componente k del
pacchetto d’'onda in funzione di k secondo il modello discusso nel testo.

o se si assume che gli atomi emettano onde monocromatiche di pul-
sazione wy = 27y (vettore d’'onda ky = 27/A¢) per un intervallo di
tempo finito 7, si ottiene che, in realta, gli atomi emettono un pac-
chetto d'onde costituito dalla sovrapposizione di infinite onde la cui
pulsazione w & ‘centrata’ sulla frequenza wg e la cui ampiezza decresce
rapidamente al crescere di |wg — wl;

o un’ondarigorosamente monocromatica deve avere un’estensione spa-
ziale infinita.

V.4 Larghezza naturale di unariga

Un modello classico pit soddisfacente del processo di emissione & il seguen-
te. Si considera una carica elettrica puntiforme in moto armonico di pulsa-
zione wo; la carica, essendo accelerata, emette onde elettromagnetiche e
perde quindi energia. Il suo moto € pertanto un moto armonico smorzato
descritto dall’equazione:
X= —w%x =2yx

dove wy € la pulsazione del moto in assenza di smorzamento. Nel caso in
cui lo smorzamento ¢ debole - y < wy - la soluzione diventa:

x=xpe " cos(wst +9) (V.1)
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con

o

ws=\/wy—Y?

e con la costante di fase 6 arbitraria. La (V.1) descrive un moto armonico
di pulsazione w; la cui ampiezza decresce esponenzialmente in funzione
del tempo. Si noti che la pulsazione del moto smorzato & minore di quella
del moto non smorzato. Tuttavia, essendo y < wy, & possibile porre w; = wy.
Nell’approssimazione in cui y < wy, 'accelerazione della particella & quindi
data da:

a= —w%x V.2)

Sotto le condizioni del punto B) di pagina 105, il campo elettrico genera-
to a distanze sufficientemente grandi dalla particella € proporzionale alla
sua accelerazione ritardata. Tra queste condizioni, ricordiamo qui quella
relativa alla velocita v della particella: v <« c.

= Se una particella si muove di moto armonico con pulsazione w
(x = xpsinwt), la sua velocita quadratica media e data da:

K WX,
2 Ly 0

rms m 2

12

dove K e la costante di forza del moto ed m la massa della par-
ticella (w = v K/m). Pertanto:

wXo

Urms = —=
rms \/z

Per una lunghezza d’'onda A = 600 nm, w = 3.14 x 1055 rad s
Ne segue che v ;s = 4.44 x 10° ms™! <« ¢, sesi pone xp =0.2nm.

Pertanto, il campo elettrico dell'onda generata dalla particella in moto ar-
monico smorzato puo essere espresso dalla formula:

E(1) 0 per £<0
(V.3)

E(t) = Epe "' per t=0

La trasformata di Fourier della funzione E(¢) € (si veda 'equazione IV.19):

1 +00 .
é"(w):—f E(te "ldt
\/271’ —00
Quindi, per la (V.3):
+00 .
é?(w):—Ef E(t)e”lH@=@+Y] gy
Vo o
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Pertanto: .
Y~ ilw—wo)

Var Y+ (- wo)?

Questa espressione rappresenta il valore del campo elettrico per unita di
pulsazione dovuto alla componente di pulsazione w; il campo elettrico do-
vuto alle componenti comprese in un intervallo Aw sufficientemente picco-
lo (rispetto all'intervallo minimo in cui & (w) varia in modo significativo) e
quindi dato da (equazioni IV.20 e IV.22):

E(w) =

AE = &Awe'!

Lenergia associata a questo campo, data dal valore medio del vettore di
Poynting in un periodo, é:
Ejeo Aw?
Al =
4 Y%+ (0 — wp)?

(V.4)

0~y (10° rad ™)
Figura V.7. andamento della lorentziana dell’equazione (V.6).

In corrispondenza di w = wq si ha il massimo di intensita:

2

Al E
07 4my?
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Pertanto la (V.4) puo essere scritta sotto la forma:

,),2

 —wp)?

AI:AIOY2+( (V.5)

La funzione:
Yz

Y2 + (0 — wg)? VO

flw—-wy) =

detta lorentziana, € mostrata in figura V.7. Lintensita Al € uguale alla meta
di Al per
w—-—wy=Aw=y

Y € quindi la semi - larghezza della funzione f(w — wg) a meta altezza. La
larghezza intera della riga a meta altezza ¢ quindi uguale a 2y.

Il risultato espresso dalla (V.5) coincide con quello della fisica quantica.
Alla luce della fisica quantica, i presupposti del modello classico sono errati
perché:

o si suppone che I'emissione di radiazione elettromagnetica sia dovuta
al moto armonico di particelle elettricamente cariche;

o sisuppone che I'emissione di energia sia un processo continuo.

La ragione per cui, cid non ostante, il modello classico produce lo stesso
risultato della fisica quantica risiede nel fatto che esso prevede che la cari-
ca oscillante perda energia secondo una legge esponenziale del tipo e=2%;
questa legge, se si pone 7 = 1/2y, & la legge di decadimento quantico di un
numero statisticamente significativo di atomi eccitati la cui vita media sia 7.

La potenza irraggiata da una carica in moto € proporzionale al qua-
drato della sua accelerazione (equazione IV.49, pagina 107). Quindi,
nel nostro caso, per la (V.2) ela (V.1), essa & proporzionale a e 2",

La forma delle righe di emissione osservate sperimentalmente non &, in ge-
nerale, una lorentziana. Cio & dovuto al fatto che ci sono altre due cause di
allargamento delle righe: i processi d’'urto e I'effetto Doppler. Se la sorgente
luminosa e costituita da un gas o un vapore, le sue molecole (o i suoi atomi)
subiscono degli urti: se si suppone che una molecola eccitata emetta un fo-
tone in seguito ad un urto, la legge che descrive la perdita di energia da parte
delle molecole eccitate & ancora del tipo e~*/*¢, dove 7. indica I'intervallo di
tempo medio tra due urti consecutivi. Ne consegue che I'allargamento del-
la riga dovuto alle collisioni € ancora di tipo lorentziano: siccome, tuttavia,
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T, €, in generale, piu piccolo di 7, I'allargamento dovuto alle collisioni pre-
domina rispetto a quello ‘intrinseco’, responsabile della larghezza naturale
della riga.

= Il libero cammino medio ! delle molecole di un gas € espresso
dalla relazione:

dove d ¢ il diametro delle molecole e n la loro concentrazione.
D’altra parte, la velocita media di una molecola e data da:

8kT
Tm

<V>=

dove k é la costante di Boltzmann, T la temperatura assoluta e
m la massa delle molecole. Ricordando che, quando V =1, per

la legge dei gas perfetti:
p

kT
dove p ¢ la pressione, si ottiene per il vapore di mercurio (peso
atomico: 200.59; diametro atomico: 3 x 107'"m) a T = 300K e
ad una pressione p =0.1 atm:

n = 245x10%*m=3
<Il> = 1.02x10%m
<v> = 177.95ms !
<l> 9
T, = =574x10%s
<v>

Lallargamento della riga dovuto all’effetto Doppler sara discusso nella se-
zione V.11 a pagina 168.

V.5 Emissione e assorbimento della radiazione

Si consideri un insieme statisticamente significativo di atomi (o molecole)
contenuti in una cavita isoterma; la cavita conterra anche radiazione elet-
tromagnetica: sia u(v, T) la sua densita di energia per frequenza unitaria
corrispondente alla frequenza v e alla temperatura 7. Sinoti che le dimen-
sioni di u(v, t) sono [energiax t x 173]. Siano infine E, ed E,, due stati
elettronici degli atomi con E,, > E,,. Si suppone che la cavita, gli atomi e la
radiazione siano all’equilibrio termico. Allora, per la statistica di Boltzmann
(pagina 394):
N, = Ce Bn/kT N — o En/kT
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dove N, e N,,, rappresentano il numero di atomi nello stato E, ed E,;,, rispet-
tivamente; C € una costante. All’equilibrio termico, deve valere 'equazione:

NulApm +u, T)Bpml = Npyu(v, T) By (V.7)

dove A;;, € la probabilita di una transizione spontanea n — m; By la
probabilita di una transizione stimolata n — m e B,,, la probabilita di una
transizione stimolata m — n.> Se si assume che u(v, T) tende all’infinito al
tendere all'infinito di T, segue dalla (V.7) che B,,;;; = Bju,. Infatti, se T — oo,
N, = N,, e, dalla (V.7):

Apm =uW, T)(Bmn— Bum)

Affinché A, rimanga finita quando T — oo deve essere By, = B,. Dalla
(V.7) si ottiene allora:

Anm 1
uv, T) = By eEn—Em)KT _ 1

La u(v, T) altro non e che la densita di energia per unita di frequenza della
radiazione di corpo nero la cui espressione & (pagina 171):

_8mv? v
utv, T)=—>3 ohVIKT _ ]

Ne segue che:

Apm _ 8ThV?
Bum 3

e che:
E,-E,=hv

La prima di queste relazioni mostra che il rapporto A,/ B, non dipende
dal tipo di atomo; essa puo essere considerata una variante della legge di
Kirchhoff (pagina 169); la seconda relazione altro non & che la condizione
di Bohr per il passaggio di un elettrone da uno stato quantico ad un altro
(pagina 223).

3 Questa trattazione € dovuta ad Einstein (1917). Si noti che Einstein non usa I'aggettivo
‘spontanea’ per Ay, bensi la locuzione ‘senza eccitazione mediante cause esterne’. Ein-
stein, inoltre, utilizza questo procedimento per ricavare un’espressione quasi completa per
la densita di energia della radiazione contenuta nella cavita isoterma all’equilibrio (radiazio-
ne di corpo nero, pagina 169). Qui, daremo per nota questa espressione e ricaveremo da essa
il rapporto Ay /Bpm. Una traduzione italiana dell’articolo di Einstein si trova all’indirizzo:
http://matsci.unipv.it/persons/antoci/mq/Einstein17a.pdf
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= Per la transizione a 706.722 nm dell’argon (regione rossa dello
spettro visibile), il rapporto Ay /By, vale 4.72 x 10714 Jsm™3,
Per la transizione a 24 x 10° Hz dell’ammoniaca, questo rappor-
to si riduce a 8.54 x 10727 J sm™3. Questa proprieta della mole-
cola del’'ammoniaca € usata nei maser (pagina 414).

V.6 Velocita di fase, velocita di gruppo

Si considerila sovrapposizione di due onde piane monocromatiche (di esten-
sione infinita) aventi vettori d’onda k, diretti lungo il verso positivo dell’asse
x, e pulsazioni w leggermente diverse:

A(x, t) =cos[(k +Ak)x — (w+ Aw) t] + cos[(k — Ak)x — (w — Aw)f]
Questa equazione puo essere scritta nella forma:
A(x,t) =2cos(kx—wt)cos(Akx—Awt) (V.8)

La (V.8) puo essere letta nel modo seguente: I'onda con vettore d’onda k,
pulsazione w e velocita di propagazione w/k ha un’ampiezza A" modulata:

A ' =2cos(Akx—Awt)

L'ampiezza A’ & anch’essa un’onda che si propaga con velocita

v _Aw
AT Ak

La velocita w/k delle due onde componenti si chiama velocita di fase; 1a ve-
locita di propagazione dell’ampiezza A, data da Aw/Ak, si chiama velocita
di gruppo. Per le onde elettromagnetiche nel vuoto vale la relazione

w=ck

Quindi, nel vuoto, la velocita di gruppo coincide con la velocita di fase.

Si consideri ora il caso di un pacchetto d’onde costituito dalla sovrappo-
sizione di onde piane la cui ampiezza ¢(k) é sensibilmente diversa da zero
solo in un piccolo intervallo centrato intorno a ky:

A(x, 1) :f(p(k)ei(kx_m)dk (V.9)
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2 5 0 15 20 25 30
x (m)
Figura V.8. grafico della funzione A(x) (equazione V.8) per t =0,k = 6(1 =
0.95m), Ak = 0.3. Lampiezza della A(x) appare modulata dalla funzione

2cos(Akx) (curva tratteggiata) di periodo spaziale X =20.94 m.

Lo sviluppo in serie di Taylor al primo ordine di w(k) intorno a ky ¢ dato da:

d
w(k) = (k) + (k — ko) (d_(;c))k:ko

Sostituendo questa espressione nella (V.9), si ottiene:
A(x, 1) = e~ @k =koo ko)t A (x _ /(o) £,0)

dove w'(ko) = (dw/dk)k=k,- Quest'ultima equazione mostra che, nell’ap-
prossimazione adottata, il pacchetto d’onde si propaga, mantenendo il pro-
filo iniziale A(x,0), con velocita di gruppo

)
V==
dk ) =g,

Nei mezzi materiali, la velocita di propagazione delle singole onde mono-

cromatiche dipende dall'indice di rifrazione n secondo la relazione:
w

V = — = —

=% n

per cui la velocita di gruppo risulta data da:
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0, equivalentemente, da:
c

T I+ wdnldo)lg—o,

Vg

dove wg = w(ko). Sinotiche, se dn/dw >0, siha Vg < c/n < ¢; in questo caso
si parla di dispersione normale; quando dn/dw < 0, si parla di dispersione
anomala (si veda a pagina 256): in questo caso la velocita di gruppo puo
risultare maggiore di ¢ e quindi non rappresenta la velocita di propagazione
dell’energia.

Si noti che, sulla base della (V.9), 'approssimazione adottata vale per la
propagazione del pacchetto d’onde in intervalli di tempo sufficientemente
piccoli da poter trascurare, come € stato fatto, i termini di ordine superiore
al primo nello sviluppo in serie di w(k). Per intervalli di tempo pil1 grandji, i
termini trascurati modificano il profilo del pacchetto d’onde e la velocita di
gruppo sopra definita perde di significato: il concetto di velocita di gruppo
deve essere usato con cautela. D’ora innanzi, quando non diversamente
specificato, la velocita di propagazione delle onde elettromagnetiche sara
sempre la loro velocita di fase.

V.7 Principio di Huyghens

Nello studio della propagazione delle onde, Huyghens utilizzo la seguente
ipotesi: si consideri all’istante ty, un fronte d’onda; tutti i suoi punti diven-
tano origine di onde secondarie che, in un mezzo omogeneo ed isotropo,
si propagano sotto forma di superfici sferiche; all'istante generico ¢ il nuo-
vo fronte d’onda e costituito dall'inviluppo delle onde secondarie. Questa
ipotesi, oggi nota sotto il nome di principio di Huyghens, ha ricevuto una
formulazione matematica da parte di Kirchhoff: riportiamo qui i risultati
relativi al caso elettromagnetico.

Sia S una superficie che racchiude la sorgente puntiforme O di un campo
elettromagnetico di pulsazione w e sia dS una sua area elementare (figura
V.9). In un punto Q di dS una generica componente del campo (componen-
te cartesiana del campo elettrico o magnetico, potenziale scalare, compo-
nente cartesiana del potenziale vettore) avra un’espressione del tipo:

¢Q, 1) =R05—Ocos(kro—wt) =R0€—0 cos [w(r—Q—t)] (V.10)
ro rQ C

dove ¢ e 'ampiezza della componente alla distanza R, dalla sorgente. In P,
la componente avra un’espressione del tipo:

(P = Roi—ocos(kr—wt) = Roi—ocos [w(% - t)]
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Figura V.9. O ¢ una sorgente puntiforme e dS un’area elementare di una super-
ficie chiusa S che racchiude O; 71 € il versore normale a dS; P giace all’esterno di
§; gli angoli indicati sono denotati con 6 e 6p nel testo.

Se ro > A e rp > A, questa componente, puo0 essere espressa dalla formula:

o(2+2)-0(r+ 7]

R
R ~ — gr—Ocos
A SrqQrp

1
E(COSHQ'FCOSHP)dS (V.11)

L'ampiezza data dalla (V.11) deve coincidere con quella della (V.10) nel caso
in cui la propagazione dell’'onda sia libera (assenza di ostacoli). Il termine
K = (1/2)(cosBq + cosOp) si chiama fattore di obliquita. La (V.11) mostra
che 'ampiezza in P ¢ esprimibile come sovrapposizione di onde sferiche,
provenienti da sorgenti poste sulla superficie S, la cui ampiezza dipende dal
fattore di obliquita K ed e inversamente proporzionale alla lunghezza d’on-
da. 1l ‘principio di Huyghens’ & quindi un caso particolare del teorema di
Kirchhoff: deriva da questo quando la superficie S € una superficie d’onda,
cioe una sfera al cui centro sta la sorgente. In questo caso, cosfg =1, e il
fattore di obliquita diventa K = (1/2)(1 + cos 0p).

Questi risultati sono usati nella descrizione dei fenomeni di diffrazione
e interferenza: fenomeni originati dal fatto che un ostacolo intercetta par-
te del fronte d’onda in arrivo. Il teorema di Kirchhoff permette di calcola-
re 'ampiezza dell’'onda in un punto posto oltre I'ostacolo, mediante 'uso
della (V.11): l'integrale ¢ effettuato sulla parte del fronte d’onda che non &
intercettato dall’ostacolo.

V.8 Fenomeni di interferenza

Abbiamo gia studiato un fenomeno di interferenza nella sezione V.1 (pagina
116) dedicata all'interferometro di Michelson.
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I fenomeni di interferenza sono dovuti alla sovrapposizione di perturba-
zioni elettromagnetiche: affinché possano essere osservati, occorre che la
differenza di fase tra le onde sovrapponentesi sia costante nel tempo. Trat-
teremo il caso di onde polarizzate linearmente lungo una medesima dire-
zione: polarizzazioni non lineari possono essere infatti descritte come op-
portune combinazioni di polarizzazioni lineari (capitolo X, pagina 291). Da
un punto di vista sperimentale, non & necessario usare onde polarizzate o
dotate di elevati gradi di coerenza, purché la sorgente fisica della luce sia
unica e la distanza sorgente - luogo di osservazione sia inferiore alla lun-
ghezza di coerenza del fascio di luce. L'uso di sorgenti laser (pagina 414)
facilita 'osservazione dei fenomeni interferenziali.

V.8.1 Diffrazione attraverso una fenditura

Un fascio di luce monocromatico e (quasi) parallelo investe uno schermo
con una fenditura di lunghezza [ e larghezza b, con b < [ (figura V.10). La
luce che attraversa la fenditura cade su uno schermo posto ad una distan-
za L dal primo, con L > b. I punti della superficie della fenditura diventano,

Yy

N

IR

S

Figura V.10. diffrazione attraverso una fenditura di larghezza b e lunghezza [
(b < I). 1l lato maggiore della fenditura / &€ perpendicolare al piano del foglio. 1l
fascio di luce incidente & considerato, con buona approssimazione, parallelo. Lo
schermo S, che intercetta la luce che attraversa la fenditura, € posto ad una di-
stanza L > b: si assume pertanto che, fissato il punto R sullo schermo S, I'angolo
0 sia lo stesso per qualunque x. Questa configurazione sperimentale si dice di
Fraunhofer.

per il teorema di Kirchhoff, sorgenti di onde sferiche che, propagandosi oltre
la fenditura, interferisconodando luogo, sullo schermo S, a frange di interfe-
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renza. Questo fenomeno viene classificato come un fenomeno di diffrazio-
ne. Come si vedra, I'aspetto piu significativo della diffrazione consiste nel
fatto che il fascio incidente parallelo, dopo la fenditura, acquisisce un’aper-
tura angolare diversa da zero: tale fenomeno é tanto pit1 accentuato quanto
piu il rapporto b/A tra la larghezza della fenditura b e la lunghezza d’onda
A della luce € piccolo. Per questa ragione, avendo supposto che la fenditu-
ra abbia il lato / molto maggiore del lato b, il fenomeno diffrattivo dovuto a
quest’ultimo & I'unico significativo.
Siccome abbiamo supposto che:

o il fascio di luce incidente sulla fenditura sia (quasi) parallelo, I'area
della fenditura corrisponde ad una parte del fronte d’'onda di un’on-
da (quasi) piana: possiamo quindi assumere che nella (V.11) rq sia
costante;

o lo schermo sia sufficientemente lontano dalla fenditura; essendo in-
teressati a quanto avviene nei dintorni del punto O, possiamo porre
rp = L nel fattore ¢o/rorp che compare nella (V.11) e supporre che il
termine di obliquita K sia, con buona approssimazione, uguale a 1
(cosOg =1 e cosOp = 1 per tutti i punti della fenditura).

Pertanto, sulla base della (V.11), 'ampiezza risultante del campo elettrico in
un punto R dello schermo, individuato dall’angolo 6, e posto in prossimita
dell’asse di simmetria del sistema, sara data da:

b
E= a[ cos(krp—wt+A)dx
0

dove la costante a ha le dimensioni di un campo elettrico divise per quelle
di una lunghezza e A & una costante adimensionale. Eliminando dall’equa-
zione precedente la fase comune alle onde sferiche provenienti dalle varie
zone della fenditura, si ottiene:

b
E= af cos(kxsinf —wt)dx (V.12)
0

Si noti che, in questo integrale, gli angoli 6 sono positivi per i punti dello
schermo S posti al di sotto dell’asse di simmetria del sistema e negativi per
i punti al di sopra dell’asse. Se si pone y = kxsin6, allora dx = dy/ksin0;
ponendo inoltre § = kbsin# si ottiene, sviluppando cos(kxsinf —wt):

' a
~ ksin®

5
f (cosycoswt+sinysinwt)dy
0
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Cioe:
He ab 6
5

5
coswt[ cosydy+sinwtf sinydy]
0 0

0.8
0.71
0.61
— 05
0.4r
0.3r

0.2r

P | W

-0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

0
6 (rad)
Figura V.11. andamento della funzione sin? a(8)/a?(0) e quindi dell’intensita
della luce diffratta, secondo la (V.14), da una fenditura rettangolare di lati b ed [,
con b <« [. Langolo 0 &€ mostrato in figura V.10. La curva continua corrisponde
al valore 100 del rapporto b/ A, tra la larghezza b della fenditura e la lunghezza
d’onda A della luce; quella tratteggiata, al valore 10 del medesimo rapporto.

Ponendo

8
A = fcosydyzsiné
0
(V13)

o]
|

8
= f sinydy=1-cosé
0

si ottiene infine:

b
E= ag(Acosa)t+Bsinwt)

Lintensita media I in un punto generico dello schermo ¢ data da:

I=\/eol o < E* >
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cioe alla media temporale, effettuata su un periodo, del modulo del vettore
di Poynting. Pertanto:

I= /2ol “sz(A2+Bz)
= 0#0252

Infine, per le (V.13) e ponendo a =§/2 = (1/2)kbsinf = (b/A)msin6:

272 2 .2
a“b” sin“a sin“ a
I'=+/¢€ol 1o = ImuxT (V.14)

2 a?

L'andamento dell'intensita della luce sullo schermo S & mostrato in figura
V.11, dove si e assunta uguale ad 1 I'intensita massima: la curva continua
corrisponde al valore 100 del rapporto b/A tra la larghezza della fenditura e
lalunghezza d’onda della luce; quella tratteggiata, al valore 10 del medesimo
rapporto. Si noti come, diminuendo la larghezza della fenditura, si allarghi
I'immagine centrale sullo schermo S. Secondo la (V.14) il primo minimo
nullo dell’intensita diffratta si ha per sinf ~ 8 = A/b (si veda anche la curva
tratteggiata della figura V.11).

G |
e

A

S
Figura V.12. diffrazione attraverso la fenditura della figura V.10 con I'onda piana
incidente inclinata.

Se I'onda incidente sulla fenditura ha un angolo di incidenza i, come mo-
strato in figura V.12, 'equazione (V.12) diventa:

b
E= af cos[kx(sinf +sini) —wtldx
0
La formula finale e ancorala (V.14), con
b . .
a= zn(sm@ +sini)
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1 =
0.9 ” 1

0.8r

lost 1
0.4f 1
0.3f 1

0.2F 1

O LS
-0.1 -0.0 0.05 0.1

0
0 (rad)
Figura V.13. figure di diffrazione nel caso di angoli di incidenza diversi da zero
(figura V.12). La curva continua corrisponde ad un angolo di incidenza i di due
gradi; quella tratteggiata corrisponde all’angolo di incidenza —i.

e la figura di diffrazione & quella mostrata in figura V.13.

Si osservi che due onde piane aventi un angolo di incidenza diverso si pos-
sono considerare come provenienti da due punti di un oggetto posto a di-
stanza sufficientemente grande dalla fenditura. Se i; e i» sono i due angoli
diincidenza, per ipotesi positivi, il massimo della figura di diffrazione si avra
per 0, = —i; e 0, = —iy, rispettivamente. Assumendo che le due figure di dif-
frazione sono distinte se, almeno, il massimo dell'una coincide con il primo
minimo dell’altra, e ricordando che il primo minimo si ha per 6 = A/b, si
conclude che la fenditura permette di separare I'immagine di due onde pia-
ne incidenti tali che |i; —i2| = A/b. Il rapporto A/b &, per definizione, il pote-
re separatore della fenditura. Questa proprieta delle fenditure & importante
nella progettazione degli apparati ottici in cui la ‘fenditura’ € rappresentata
dal diaframma o, in assenza di questo, dall’obiettivo.

Si perviene allo stesso risultato rappresentato dalla (V.14) mediante un pro-
cedimento di tipo geometrico (figura V.14). Nel punto R dello schermo, si
sovrappongono i campi elettrici provenienti dalle strisce infinitesime di am-
piezza d x della fenditura; i campi provenienti da due strisce contigue hanno
una differenza di fase pari a:

dx
2msinf—
7 sin N
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8/2
_ p
82 /| / g B
p
K -

Figura V.14. diffrazione attraverso una fenditura. Lampiezza risultante del
campo elettrico in un punto R vicino al punto O dello schermo (figura V.10) &
rappresentata dal fasore E; 'arco OP rappresenta invece 'ampiezza risultante
nel punto O. Langolo § = (2nb/A)sin0 e la differenza di fase tra i campi pro-
venienti dalle due strisce infinitesime estreme della fenditura (la cui distanza &
b).

Rappresentando ogni contributo infinitesimo al campo in R con un fasore,
il campo risultante in R & rappresentato dalla corda E della figura V.14 e il
modulo E,;,, del campo elettrico nel punto O dello schermo S giacente sul-
I'asse di simmetria del sistema (figura V.10) & dato dalla lunghezza dell’arco
OP. Quindi:

E

2 siné
p 2
Emax = P5

dove p e il raggio dell’arco OP e § = 2(nbsinf)/A ¢ la differenza di fase mas-
sima tra i due contributi infinitesimi provenienti dalle strisce estreme della
fenditura. Ponendo a = §/2 e passando alle intensita si ottiene di nuovo la

(V.14):
sin?a

I=Inax——
max az

Se la fenditura rettangolare ha entrambi i lati (b, /) di lunghezza opportuna
e paragonabile, questa equazione deve essere sostituita dalla:

2 2
sin” a sin“
I(H;Y) = Imax7 ,62

dove B = (l/A)msiny.
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V.8.2 Interferenza con due fenditure

Un fascio di luce proveniente da una sorgente e diviso, mediante certi
metodi ottici, in due parti e queste, dopo aver percorso cammini diver-
si, sono ricongiunte e cadono sopra uno schermo. Se uno dei due fasci
e intercettato, U'altro cade sullo schermo e lo illumina; ma se entrambi
i fasci passano, lo schermo diventa scuro in certi posti mostrando cosi
che due porzioni di luce si sono distrutte a vicenda.

James Clerk Maxwell

Si consideri la disposizione sperimentale rappresentata in figura V.15.

Figura V.15. interferenza con due fenditure. Ogni fenditura & rettangolare di lati
bedl, con b « [;illato lungo I delle due fenditure & perpendicolare al piano della
figura. I ‘raggi’ uscenti dalle fenditure sono disegnati paralleli perché lo schermo,
non disegnato in figura, si suppone sufficientemente lontano. Analogamente, i
‘raggi’ entranti nelle fenditure sono disegnati paralleli perché la sorgente che li
genera é sufficientemente lontana. Questa disposizione sperimentale si chiama
di Fraunhofer.

Si hanno ora due fenditure parallele, di lati b ed [, con b <« [, poste ad una
distanza d. In un punto R dello schermo non molto lontano dall’asse di sim-
metria del sistema, il campo elettrico risultante & ora dovuto al contributo
delle due fenditure. Ricorrendo di nuovo alla composizione geometrica, si
osservi che, date due strisce corrispondenti (distanti d) appartenenti alle
due fenditure, la differenza di fase tra i campi elettrici in R provenienti da

esse, € pari a
dsinf

Y=27n (V.15)
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I campi elettrici (E;, E») dovuti alle due fenditure sono allora rappresen-
tati da due fasori sfasati di y (figura V.16); il modulo del campo elettrico
risultante in R & allora dato da:

E=\/E2+E3+2E Eycosy

Figura V.16. calcolo dell’ampiezza del campo elettrico nel caso delle due fen-
diture. E; ed E» sono i due fasori (di modulo uguale in questa figura) che rap-
presentano il campo elettrico dovuto alla fenditura 1 e alla fenditura 2: i due fa-
sori sono sfasati di un angolo y = 27(d/A)sinf, dove d ¢ la distanza tra le due
fenditure e A la lunghezza d’onda della luce.

Se E; = E, e ricordando che (1 + cosy = 2cos?y/2), si ottiene:
E=2E;cos 72—/

Infine, indicando con I; 'intensita dovuta ad una sola fenditura, data, se-
condo la (V.14), da:
sin(rhsinf/A) 2

I =
1= nbsinf/A

si ottiene, per 'intensita risultante:

=41 (V.16)

nbsinf/A A

Lintensita descritta dalla (V.16) e rappresentata in figura V.17, dove si € as-
sunta uguale ad 1 l'intensita Iy. La curva piena rappresenta l'intensita os-
servata; la curva tratteggiata il termine diffrattivo in (sin?): sarebbe la curva
osservata con una sola fenditura la cui intensita fosse quadrupla di quella
considerata.

sin(wbsin@/A) ]2 , dsinf
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2.5F

1.5F

-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03
0 (rad)

Figura V.17. figura di interferenza prodotta da due fenditure secondo la (V.16),
in cui si e posto Iy = 1. I valori dei parametri usati sono: b/A = 100; d/b = 8.
La curva piena rappresenta l'intensita osservata; la curva tratteggiata il termi-
ne diffrattivo in (sin?): sarebbe la curva osservata con una sola fenditura la cui
intensita fosse quadrupla di quella considerata. Si veda la figura V.16 e il testo.

o Se le porzioni d’'onda provenienti dalle due fenditure sono po-

larizzate linearmente lungo due direzioni perpendicolari, non
si osservano frange di interferenza. Indicato con E il modulo
istantaneo del campo elettrico risultante, con Ey e Ey i valori
istantanei del campo elettrico lungo le due direzioni perpendi-
colari, vale la relazione: < E? >= Eg, dove la media e effettuata
su un periodo e Ej indica I'ampiezza massima del campo lungo
x e lungo y. Questa relazione vale per qualunque relazione di
fase tra le due componenti perpendicolari. Ne segue che sullo
schermo di rivelazione I'intensita luminosa e uniforme. La pri-
ma osservazione sperimentale di questo fenomeno é dovuta ad
Arago e Fresnel (pagina 481).

Le frange di interferenza non appaiono anche nel caso in cui
le due fenditure sono aperte una alla volta (per un intervallo di
tempo uguale a quello usato con le due fenditure aperte con-
temporaneamente). In questo caso, ogni fenditura da origine
ad una figura di diffrazione centrata sul proprio asse e I'inten-
sita osservata sullo schermo € semplicemente la somma delle
intensita dovuta alle singole fenditure.
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V.8.3 Interferenza con N fenditure

Se il numero delle fenditure ¢ N, il campo elettrico risultante in un punto R
dello schermo vicino al punto O (che giace sull’asse di simmetria del siste-
ma) puo essere facilmente calcolato ricorrendo di nuovo alla composizione
geometrica (figura V.18).

» w
P v

Figura V.18. calcolo dell'intensita dovuta a N fenditure. ¢ = 27(d/A)sin6 e la

differenza di fase tra i campi elettrici in un punto R dello schermo dovuti a due
fenditure contigue distanti d.

Se E; e il modulo del campo elettrico dovuto ad una fenditura, si ha:

¢

E; = 2psin—

1 psi 2

N
Er = 2p sin—d)

2

Pertanto: in(No/2)
By = g, SDVO/2)

sin(¢p/2)

E, passando alle intensita:

_ sin?(N¢/2)

T in2¢r2)

Infine, ricordando la (V.14):

sin?(bsinO/) | sin?(Nzwdsin6/A)
=1 : . : (V17)
(rhsinf/1)? sin?(mdsinf/2)
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-05 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 05
sin 6

Figura V.19. andamento della funzione I/ (N2 Ip) (equazione V.17). La curva
continua corrisponde a 9 fenditure; quella punteggiata a 3 fenditure. b/A =2 e
d/A =10; b ¢ la larghezza di ogni fenditura; d ¢ la distanza tra due fenditure;
A la lunghezza d’onda della luce. I valori dei massimi principali (si veda il te-
sto), modulati dal secondo termine della (V.17), sono: 1,0.88,0.57,0.25,0.05. Per
sinf = 0.5 l'intensita e nulla perché si annulla il secondo termine della (V.17). La
curva tratteggiata rappresenta il secondo termine della (V.17).

dove b é la larghezza di ogni fenditura e Iy l'intensita massima prodotta
da una fenditura. In figura V.19 & mostrata la funzione I/(N?Iy) nel caso
di N =9 (curva piena) e N = 3 (curva punteggiata). I massimi corrispon-
denti a sinf = 0.1,0.2,0.3,0.4 si dicono massimi principali e derivano dalla
condizione che rende nullo il denominatore del terzo termine della (V.17):
sinf = m(A/d) con m intero; in corrispondenza di questi valori, il terzo ter-
mine della (V.17) vale N2. Tuttavia, questo valore & modulato dal secon-
do termine della (V.17) rappresentato in figura V.19 dalla curva tratteggiata.
Si noti come l'incremento del numero N delle fenditure renda i massimi
principali piu alti e stretti.

Se il sistema di N fenditure € investito da luce non monocromatica fun-
ziona da elemento dispersivo, nel senso che separa spazialmente le varie
lunghezze d’onda. Infatti:

1. per m = 0 il massimo principale si ha in corrispondenza di 6 = 0 per
qualunque lunghezza d’onda;

2. per m # 0 la separazione angolare tra due massimi principali corri-
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spondenti a lunghezze d'onda A e 1 + A1 ¢ datada

a0 =2a2 (V18)
d
per angoli 0 sufficientemente piccoli. Si noti che questa condizione
vale solo per m sufficientemente piccoli. D’altra parte, aumentando
m diminuisce I'intensita dei massimi principali: cio sconsiglia I'uso di
m troppo grandji;

3. siassume che il sistema di N fenditure possa distinguere tra due lun-
ghezze d’onda separate da AA se il massimo principale di una coin-
cide (almeno) con il primo minimo dell’altra (criterio di Rayleigh). 11
primo minimo si ha per un valore di

A
sin Nd (V.19)

Quindji, uguagliando i secondi membri della (V.18) e della (V.19), si ottiene:

A

R=-2=mN 2
A1 m (V.20)

dove R &, per definizione, il potere separatore del sistema di N fenditure.
V.8.4 Reticoli di diffrazione

Nel frattempo Fraunhofer (1821) trovo un altro dispositivo in grado di
analizzare le componenti della luce: il reticolo di diffrazione che, ora,
ha praticamente soppiantato il prisma. Il reticolo originale di Frau-
nhofer consisteva in un certo numero di fili equidistanti; successiva-
mente, li costruiva tracciando linee sottili su una lastra di vetro coper-
ta da una foglia d’'oro e rimuovendo alternativamente le strisce. Ora
si costruiscono tracciando con una punta di diamante linee sottili ed
equidistanti su un vetro o una superficie metallica. ..

Albert Michelson

Un reticolo di diffrazione puo essere costruire nel modo seguente. Su una
superficie di vetro si deposita, sotto vuoto, uno strato metallico che rende
la superficie riflettente. Lo strato riflettente viene poi asportato lungo N —1
strisce sottili e parallele in modo da ottenere una successione regolare di N
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strisce riflettenti e di N strisce non riflettenti. Le strisce riflettenti svolgono
la funzione delle fenditure nel caso di un sistema di N fenditure discusso
precedentemente: la distanza d tra due di esse viene chiamata passo del
reticolo.

7
10xlO

—_— I, I I I FYS— _—

-5 -4 -3 -2 -1

0
¢ (rad) x10°

Figura V.20. intensita prodotta in uno dei massimi principali da un reticolo
in funzione della differenza di fase ¢ tra due onde provenienti da due ‘strisce’
riflettenti contigue. Si & posto Iy = 1, dove Ij € 'intensita prodotta da una singola
‘fenditura.

La trattazione delle proprieta ottiche di un reticolo si basa su quella di un si-
stema di N fenditure, con N molto grande, studiato nella sezione preceden-
te. Tuttavia, la differenza di fase ¢ tra due onde provenienti da due strisce
omologhe di due ‘fenditure’ adiacenti non ¢, in generale, data dalla (V.15):
essa dipende dalla struttura del reticolo e dalla configurazione geometrica
del sistema ottico in cui il reticolo ¢ inserito. Ne segue che I'espressione:

sin?(N¢/2)

_ 21
* sin?(¢/2) (2D

rappresenta (figura V.20) 'andamento in funzione di ¢ dell'intensita di uno
dei massimi principali prodotti dal reticolo, descritti dalla (V.17) (nel caso in
cui ¢ =2n(d/A)sin0) e mostrati nella figura V.19.

Come descritto nel passo di Michelson citato all’inizio, i reticoli sono usati
negli spettroscopi come dispositivi di dispersione della luce. Ad esclusione
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del primo massimo principale, i massimi principali si hanno per posizioni
angolari diverse a seconda della lunghezza d’onda della luce. Pertanto, per
m > 0, si ha uno spettro di dispersione per ogni valore di m: il valore di m
(che & un numero intero) stabilisce I'ordine dello spettro. Come mostrato
dalla (V.20), il loro potere separatore aumenta all’aumentare dell’ordine m
dello spettro. Tuttavia, all’laumentare di m, I'intensita dei massimi princi-
pali diminuisce: si tratta quindi di trovare il migliore compromesso tra due
esigenze (intensita della luce diffratta e potere risolutore).

V.8.5 Diffrazione di raggi X

=T

+ -

Figura V.21. schema di un tubo a raggi X, costituito da un’ampolla di vetro in
cui e stato fatto il vuoto e sono stati inseriti i necessari elettrodi metallici. F e il
catodo, Al'anticatodo (anodo). Tra A e F ¢ applicata una differenza di potenziale
(pagina 179) tale che I'anodo risulti a potenziale maggiore del catodo.

In figura V.21 e mostrato lo schema di un tubo araggi X. Gli elettroni, emessi
dal catodo F e accelerati dal campo elettrico creato tra catodo e anodo (an-
ticatodo) A, colpiscono I'anticatodo: gli elettroni perdono la loro energia
cinetica sia perché frenati dalla interazione con i campi elettrici degli elet-
troni contenuti nell’anticatodo sia perché inducono transizioni quantiche
trailivelli energetici degli elettroni appartenenti agli atomi dell’anticatodo.

A Ld [

d

Figura V.22. A e B sono due piani reticolari distanti d. Gli angoli indicati con
un e sono uguali a 0. La differenza di cammino tra le onde riflesse da due piani
contigui & 2dsinf.
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L'energia persa dagli elettroni si tramuta in energia della radiazione elet-
tromagnetica emessa dall’anticatodo: lo spettro di questa radiazione & uno
spettro continuo, dovuto al frenamento degli elettroni, cui si sovrappongo-
no ‘Trighe’ dovute alle transizioni quantiche provocate dagli elettroni inci-
denti. Tale radiazione, descritta con formalismo ondulatorio, & rappresen-
tata da onde elettromagnetiche con lunghezza d’onda piccola (compresa tra
=107 me~10"9m).

I cristalli, caratterizzati da una disposizione regolare degli atomi costi-
tuenti, fungono da reticoli di diffrazione tridimensionali per i raggi X: gli
atomi svolgono la funzione delle fenditure di un reticolo di diffrazione otti-
co.

Le figure di diffrazione dei raggi X ottenute con cristalli, possono esse-
re parzialmente interpretate sulla base di un modello dovuto a Lawrence
Bragg. Il modello si basa sull'ipotesi che i piani cristallini fungano da super-
fici riflettenti delle onde elettromagnetiche (figura V.22). La condizione di
interferenza costruttiva delle onde riflesse ¢ allora:

2dsinf = nA

dove n e un intero.

“up
Figura V.23. sul cristallo CR incide un’onda piana di vettore d’onda K si suppo-
ne che gli elettroni degli atomi del cristallo divengano sorgenti di onde sferiche
secondarie. Il vettore 7 individua la posizione di un atomo all'interno di una cel-
la unitaria: il vettore d’onda ks dell’onda sferica prodotta da questo atomo ha
lo stesso modulo di quello dell’'onda piana incidente. Nel calcolo si assume che
le condizioni siano tali per cui 7s = Re 7c's ~ K. ¥ & il vettore donda dell'onda
diffratta: si assume che k' = k. 6 & 'angolo di diffrazione.

Una descrizione pilt completa puo essere sviluppata sulla base del seguente mo-
dello:

1. Si considerano, in prima approssimazione, gli atomi in quiete nelle loro po-
sizioni reticolari.
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2. Sidescrivono iraggi X incidenti mediante un’onda piana:

3. Gli elettroni degli atomi danno origine a raggi X secondari: in un punto
qualunque P, esterno al cristallo, i raggi X secondari interferiscono dando
origine ad una intensita risultante.

4. Si tiene conto del moto degli atomi intorno alle loro posizioni di equilibrio.
Questo introduce un fattore dipendente dalla temperatura nell’espressione
dell'intensita risultante (fattore di Debye - Waller).

Svolgendo i calcoli sulla base dei punti 1 - 3, si ottiene per I'intensita risultante in
un generico punto P esterno al cristallo (figura V.23):

2

EO * %
IZE(S-S J(L-L™)

dove S ¢ il fattore di struttura e L quello reticolare. S e L sono numeri complessi. 11

fattore di struttura dipende dal tipo di atomi contenuti nella cella unitaria e dalla
sua struttura. La sua espressione é:

S=Y f;@)e P
J

dove la somma e effettuata sugli atomi j contenuti nella cella unitaria e dove i vet-
tori 7; ne individuano la posizione all'interno della cella. f;(0) ¢ il fattore di forma
atomico e dipende dalla densita elettronica di ogni singolo atomo e dall’angolo di
diffrazione 6 (figura V.23). Il quadrato del modulo del fattore reticolare L e dato da:

1=3 6in2[(N;/2)AK - )]
-1 sin?[(1/2)Ak - d;]

[L?=L-L* = (V.22)

dove: Ak=k' - 75; Nj e il numero delle celle unitarie nella direzione [; @, i tre vettori
che individuano la cella unitaria. La (V.22) ha una forma analoga alla (V.21) che qui
trascriviamo:

_sin®(N¢/2)

" sin?(¢/2)
Come si & visto, la (V.23) rappresenta I'andamento di un massimo principale di un
reticolo di diffrazione ottico (monodimensionale) in funzione della differenza di
fase ¢ tra le onde provenienti da due strisce omologhe di due ‘fenditure’ contigue.
La (V.22), letta alla luce della (V.23), indica che:

(V.23)

a. l'intensita risultante & data dal prodotto di tre termini perché il reticolo cri-
stallino e tridimensionale;
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b. nel caso del cristallo, (1/2)Ak - d; rappresenta la differenza di fase trale onde

provenienti da due atomi omologhi di due celle contigue lungo la direzione
L

si osservi che IN; > N; per esempio, in un cristallo a forma di cubo di 1 mm?®
di lato la cui cella unitaria sia cubica con lato pari a 4 x 10719, risulta N; =
2.5x10°,

Il fattore di Debye - Waller e dato da:

_ 2_.2
e (1/3)Ak“<x*>

dove < x? > & lo spostamento quadratico medio degli atomi dalla loro posizione di
equilibrio. A temperature sufficientemente elevate (T > 6p, dove 0p € la tempera-
tura di Debye), < X2 >x T; pertanto, in questo limite, I'intensita delle onde diffratte
diminuisce esponenzialmente all’aumentare della temperatura del cristallo.

La trattazione svolta suggerisce come si possa, mediante lo studio delle figu-

re di diffrazione prodotte dai raggi X, risalire alle caratteristiche alla struttura dei

solidi cristallini.

V.8.6 Diffrazione di elettroni

150

Questa onda, la cui velocita e maggiore di c, non puo corrispondere
a un trasporto di energia; la considereremo solamente come un'onda
fittizia associata al moto della particella.

Louis de Broglie

A causa di queste somiglianze tra la diffusione di elettroni da parte del
cristallo e la diffusione di onde da parte di reticoli tri - e bidimensiona-
li, una descrizione dell'esistenza e del comportamento di fasci di diffra-
zione di elettroni in termini di diffusione di un'equivalente radiazione
ondulatoria da parte degli atomi del cristallo e la sua susseguente in-
terferenza, non solo e possibile, ma e la piit semplice e naturale. Que-
sto implica l'associazione di una lunghezza d’onda al fascio di elettro-
ni incidente, e questa lunghezza d'onda appare in accettabile accordo
con il valore hi mv della meccanica ondulatoria, la costante d'azione
di Planck divisa per la quantita di moto dell’elettrone.
Clinton Davisson and Lester Germer
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Figura V.24. esperimento di interferenza con elettroni, analogo a quello con
onde elettromagnetiche attraverso due fenditure. Si veda il testo.

Nel 1923, Louis de Broglie propose di associare ad una particella di massa
m un’onda fittizia" la cui lunghezza d’'onda A & legata alle proprieta della
particella dalla relazione:

dove h e la costante di Planck e p la quantita di moto della particella. La
proposta di de Broglie ha progressivamente condotto ad una descrizione
del comportamento delle particelle mediante un formalismo ondulatorio:
la meccanica quantica ondulatoria di Schrodinger ne € un esempio.

Nel 1926, Davisson e Germer ottennero figure di diffrazione facendo dif-
fondere un fascio di elettroni da cristalli di nichel.’ Successivamente (1928),
G. P Thomson, figlio di J.J. Thomson, produsse figure di diffrazione facendo
passare un fascio di elettroni attraverso sottili fogli di metallo. Come indica-
to nel brano di Davisson e Germer riprodotto all’inizio, & possibile descrive-
re i fenomeni di diffrazione degli elettroni usando I'ipotesi di de Broglie e il
modello di Bragg.

E’ tuttavia interessante usare anche la descrizione della meccanica quan-
tica.’ Consideriamo una disposizione sperimentale analoga a quella delle
due fenditure discussa per la radiazione elettromagnetica (figura V.24): la
sorgente di luce é sostituita da una sorgente di elettroni aventi tutti appros-

4Questo ¢ il termine usato da de Broglie. 1l lavoro di de Broglie cui ci riferiamo (‘Ondes
et quanta, Comptes Rendus, 177, (1923), 507 - 510) & consultabile in rete: http://www.davis-
inc.com/physics/index.shtml

56i veda la citazione all'inizio di questa sezione.

6Questa trattazione & ripresa da: R. Feynman, R. Leighton, M. Sands, The Feynman lectures
on Physics, vol. I p. 15 - 7, 15 - 14, Addison - Wesley, 1989.
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simativamente la stessa energia e quantita di moto e lo schermo ¢ di natura
tale da poter rivelare I'arrivo degli elettroni.
La descrizione si basa sui seguenti postulati:

A) La probabilita che un elettrone, dopo aver lasciato la sorgente S, ar-
rivi nel punto R dello schermo € data dal quadrato del modulo di un
numero complesso Ce'? detto ampiezza di probabilita. Siano C4e'?4
e Cge'?s le ampiezze di probabilita associate al cammino SAR e SBR,
rispettivamente.

B) La probabilita che un elettrone giunga nel punto R dello schermo at-
traversando la fenditura A quando l'altra e chiusa e data dal quadra-
to del modulo dell’ampiezza di probabilita relativa al cammino SAR,
cioe da C i‘. Analogamente, la probabilita che un elettrone giunga nel
punto R dello schermo attraversando la fenditura B quando 'altra &
chiusa, e data dal quadrato del modulo dell’ampiezza di probabilita
relativa al cammino SBR, cioé da C 123.

C) Laprobabilita che un elettrone giunga nel punto R dello schermo quan-
do entrambe le fenditure sono aperte e data dal quadrato del modulo
della somma delle ampiezze relative ai due cammini SAR e SBR.

Quando entrambe le fenditure sono aperte, la probabilita che un elettrone
arrivi nel punto R dello schermo dipende dalla differenza difase 6 = ¢p4—¢p.
Infatti si ha

. . 2
P=|(Ce'® +Cpe'®)| =C%+C%+2CsCpcosbd

Indicata con A = h/p la lunghezza d’onda associata alle due ampiezze di
probabilita (p e la quantita di moto degli elettroni), si ottiene, procedendo
come nel caso della radiazione elettromagnetica, che la differenza di fase tra
due cammini simmetrici rispetto alle due fenditure e data da:

0= 2Tﬂdsine

Se si suppone che sia C4 = Cp si ottiene infine:

» td sinf

P= 4C124 cos

Il secondo membro di questa equazione & identico al termine che compare
al secondo membro dell’equazione (V.16) ricavata a suo tempo per le onde
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elettromagnetiche e dovuto a due strisce omologhe delle due fenditure. Ab-
biamo cosi indicato come si possa pervenire, per la diffrazione di elettroni,
a formule analoghe a quelle ottenute per le onde elettromagnetiche.

La descrizione in termini di ampiezze di probabilita puo essere applicata
anche ai fotoni. Le due descrizioni dell'interferenza luminosa, classica (elet-
tromagnetismo) e quantica (ampiezze di probabilita), sono strutturalmente
identiche: entrambe utilizzano un formalismo di tipo ondulatorio per de-
scrivere il comportamento statistico di particelle. La tabella V.1 mostra le
corrispondenze tra le due descrizioni.

| Classica < Quantica |
A=clv < A=hlp
Campo elettrico E & Ampiezza di probabilita n = Ce’®
E=Es+Eg < N=natns
Densita di energia o< E? o Probabilita |17|2

Tabella V.1. descrizione classica e quantica dell’interferenza della radiazione
elettromagnetica.

Ma l'accuratezza scientifica richiede saggiamente di non confondere la
semplice e familiare figura, che ci e presentata dalla natura, con i bril-
lanti ornamenti con cui eravamo abituati a vestirla. Di nostro arbitrio
non possiamo in alcun modo modificare la prima; possiamo invece
scegliere come ci piace il taglio ed il colore degli altri.
Heinrich Hertz
V.8.7 Interferenza e quanti di luce

Nel 1908, Geoffrey Ingram Taylor ha condotto un esperimento di diffrazio-
ne usando una sorgente di luce molto debole.” Lidea dell’esperimento non
fu suggerita dallipotesi dei quanti di luce di Einstein, ma da un’ipotesi si-
mile di J.J. Thomson (suggerita, a sua volta, da esperimenti di ionizzazione
condotti con luce e raggi X) secondo cui I'energia e distribuita

...non uniformemente sul fronte d’'onda. Ci sono regioni di energia
massima separate da grandi regioni non perturbate [senza energial.
Quando l'intensita della luce e ridotta, la separazione di queste regio-
ni aumenta, ma la quantita di energia in ciascuna di esse non cambia;

’G. 1. Taylor, ‘Interference fringes with feeble light, Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, 15, (1909), 114 - 115.
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cioe, esse sono unita indivisibili. Sinora, tutte le evidenze portate a
supporto di questa teoria sono state di natura indiretta; poiché tutti
i fenomeni ottici ordinari sono effetti medi, e sono pertanto incapaci
di distinguere tra la usuale teoria elettromagnetica e la sua modifica-
zione che stiamo considerando. Tuttavia, Sir J. J. Thomson ha sugge-
rito che se in un esperimento di diffrazione l'intensita della luce vie-
ne ridotta a tal punto che solo poche di queste unita indivisibili sono
contemporaneamente associate ad un zona di Huyghens, gli usuali
fenomeni di diffrazione dovrebbero essere modificati.®

Lesperimento condotto usando come sorgente luminosa una fiamma a gas,
filtri anneriti con fumo per diminuire l'intensita della luce, un ago quale
elemento diffrattivo e lastre fotografiche quali rivelatori, ha condotto al-
la conclusione che le frange di diffrazione non si modificano diminuendo
I'intensita della luce.

Secondo Taylor, l'intensita I della luce visibile usata nel caso dell’e-
sposizione piut lunga (2000 ore equivalenti a circa 83 giorni) era di
5x107% Js~!m™2. Assumendo per I'energia dei fotoni della luce visibi-
le quella corrispondente alla lunghezza d’onda di 700 nm (assunzione
che rende massima la densita dei fotoni), si ottiene, usando la formu-
la nhvc = I (n éla densita dei fotoni), che il numero medio di fotoni
contenuti in un cilindro avente una base di 1 cm? e un’altezza di 3m &
di 0.018.

Nel 1927, A.J. Dempster e H.E Batho hanno eseguito un esperimento dello
stesso tipo con un controllo superiore dei parametri in gioco.” Infatti:

o laluce usata era monocromatica (riga a 447.1 nm dell’elio);

¢ lasuaintensita era misurata paragonandola a quella emessa a 447.1 nm
da un corpo nero a 1125 K;

¢ nei calcoli, & stata usata la vita media v misurata dello stato eccitato
responsabile della transizione che da origine alla riga dell’elio usata:
7=1.84x1078s.

Dempster e Batho, hanno studiato due tipi di figure di interferenza: quelle
prodotte da un reticolo a gradini (échelon) e quelle prodotte da due lastre di

81vi, p. 114.
9A.J. Dempster, H.E Batho, ‘Light quanta and interference’, Physical Review, 30, (1927),
644 - 648.
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vetro separate da un sottile strato d’aria. In entrambi i casi, le figure di inter-
ferenza si formavano sulla lastra fotografica anche quando un solo quanto
alla volta attraversava I’apparato interferenziale.

= Nel caso del reticolo a gradini, 'energia misurata in corrispon-
denza dell’esposizione pilt lunga era equivalente a 95 fotoni per
secondo: cio significa che, in media, 'apparato era attraversato
da (circa) un fotone ogni centesimo di secondo. Nell’altro ca-
so, in corrispondenza dell’esposizione piu lunga, il volume della
lampada ad elio interessato all’esperimento, emetteva, in tutte
le direzioni, 7.21 x 10° quanti per secondo, ciog, circa un quan-
to ogni 1.4 microsecondi: in questo intervallo di tempo, la luce
percorre nel vuoto circa 400 metri e, in un vetro con indice di ri-
frazione uguale a 1.5, circa 280 metri. Anche nel caso piu sfavo-
revole (in cui tutti i quanti emessi attraversano 'apparato di mi-
sura), solo un quanto alla volta, attraversa, in media, 'apparato
di interferenza.

La teoria di Maxwell predice correttamente l'intensita delle frange di inter-
ferenza anche nei casi in cui, dal punto di vista corpuscolare, solo un fotone
alla volta e in volo tra la sorgente e lo schermo rivelatore. Cid conferma che i
valori assunti dalle grandezze fisiche usate nella teoria di Maxwell sono, dal
punto di vista sperimentale, valori medi: la media deve essere effettuata su
intervalli di tempo tali da coinvolgere, da un punto di vista corpuscolare, un
numero statisticamente significativo di fotoni.

Il reticolo a gradini fu inventato da Michelson. Con le sue parole: ‘Se
una pila dilastre piane € costruita come mostrato in figura V.25, ela lu-
ce incide normalmente sulle superfici come mostrato dalle linee pun-
teggiate, la luce sara riflessa (e rifratta) in direzione perpendicolare
in corrispondenza della lunghezza d’onda per la quale la differenza
costante tra i cammini di due raggi successivi sia un numero intero

esatto della lunghezza d’onda’.'’

10A A, Michelson, Studies in Optics, Dover Publications, New York, 1995, riedizione del
testo pubblicato nel 1927, pp. 104 - 105.

155



Capitolo V. Onde e particelle

Figura V.25. reticolo a gradini di Michelson.

V.9 Onde e particelle

In altri termini non ci sono indicazioni incontrovertibili perché le par-
ticelle, microcomponenti della materia, anche alla luce della loro de-
scrizione quantica, non possano essere considerate dei veri e propri
corpuscoli e non delle onde. E’ necessario sottolineare questo punto,
apparentemente ovvio, dal momento che anche nel mondo scientifico
e diffusa la convinzione che tali particelle debbano essere considerate
contemporaneamente come corpuscoli e come onde.

Piero Caldirola

Nella letteratura fisica (ma non solo) si trovano ampie discussioni sul con-
cetto di onda e di particella e sul cosiddetto dualismo onda - corpuscolo. Se
si parte dal presupposto, suggerito dall’'intera conoscenza acquisita, che la
natura e discreta, allora si deve concludere che nel mondo esistono due ti-
pi particelle: quelle dotate di massa non nulla (per esempio gli elettroni) e
quelle prive di massa (per esempio i fotoni). Le teorie sviluppate per descri-
vere il loro comportamento, sia classiche (come la teoria elettromagnetica di
Maxwell - Lorentz) o quantiche (come quella che utilizza il concetto di am-
piezza di probabilita) - usando concetti e formalismi tipici delle descrizioni
ondulatorie - predicono il comportamento statistico di molte particelle o
quello probabilistico di una singola particella.

In letteratura e diffusa I'opinione secondo cui la descrizione quantica
dell’esperimento delle due fenditure presenti elementi di novita rispetto al-
la descrizione classica, con riferimento al fatto che la teoria non & in grado
di stabilire attraverso quale fenditura passino i fotoni (o gli elettroni). Una
caratteristica analoga € presente nella descrizione basata sull’elettromagne-
tismo. Infatti:
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La predizione della distribuzione dell’energia sullo schermo € una con-
seguenza diretta della regola di sovrapposizione vettoriale dei campi,
implicita nelle equazioni di Maxwell. In un generico punto R del-
lo schermo, si sommano i campi elettrici delle porzioni d’onda pro-
venienti dalle due fenditure A e B: I'energia depositata nel punto R
risulta proporzionale al quadrato del campo elettrico risultante.

Supponiamo che R sia un punto di buio, cioe un punto in cui i campi
elettrici si sommano in modo tale per cui il loro risultante & nullo. I
campi, provenienti da A e da B si incontrano in R, interferiscono e si
annullano. Dove e finita 'energia associata alle due porzioni d’onda
(ai due campi)?

Supponiamo che R sia un punto di massima luce: i campi si sommano
in modo tale da dare E; = E4 + Eg = 2E,, se si assume che I'ampiezza
delle due onde in R sia la stessa ed uguale ad Ej. L'energia depositata
in R & in questo caso proporzionale a 4E2, mentre |'energia associata
a ciascuno dei due campi interferenti € proporzionale a ES: da dove
proviene 'eccesso di energia proporzionale a 2E(2)?

La teoria prevede correttamente quale & il valore dei campi in un generico
punto dello schermo e quale é la distribuzione di energia sullo schermo:
non € invece in grado di descrivere quale sia il percorso dell’energia tra le
due fenditure e lo schermo e, quindi, quale sia il percorso dell’energia tra la
sorgente e lo schermo.

Si noti infine come, introducendo l'ipotesi aggiuntiva secondo cui la

probabilita che un fotone arrivi nel punto generico R dello schermo ¢ pro-
porzionale all'intensita nel punto R, la teoria di Maxwell - Lorentz acqui-
sta le stesse capacita predittive della descrizione quantica, nel senso che
descrive anche il comportamento probabilistico di un singolo fotone.

Se, in riferimento alla figura V.17, si pone:
P©)dO = al(0)do

dove a € una costante, e P(0) rappresenta la probabilita che un fotone
arrivi tra 0 e 0 + d0, deve essere:

fp(e)de - afl(e)de -1

da cui:

1
T 1646
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1(0)

PO) = ———
0= T1o)a0

La spiegazione, da parte della teoria dei quanti di luce dei fenomeni
sinora interpretati sulla base dell'ipotesi ondulatoria, quali U'interfe-
renza, la diffusione, la dispersione ecc., appare come un’impresa molto
impegnativa, e per realizzarla, sara senza dubbio necessario fare un

compromesso tra la vecchia
teoria e la nuova, introducendo in questa la nozione di periodicita.

Louis de Broglie

V.10 Effetto Doppler: II

Leffetto Doppler ¢ gia stato studiato nella sezione I1.5.1 (pagina 32) in un
caso particolare (direzione di emissione della radiazione elettromagnetica
coincidente con quella del moto relativo di due SRI) nel contesto di esperi-
menti ideali condotti con lampi di luce di durata idealmente nulla.

Nelle pagine seguenti affronteremo lo studio dell’effetto Doppler in mo-
do sistematico ignorando dapprima lo stato fisico della sorgente: daremo, in
questo caso, sia una descrizione ondulatoria che corpuscolare. Terremo poi
conto del processo di emissione della sorgente: la trattazione sara neces-
sariamente corpuscolare. Vedremo quindi che I'effetto € compiutamente
descritto dalle equazioni di conservazione della dinamica relativistica.

V.10.1 Onde piane

Nella trattazione dei fenomeni elettromagnetici nel vuoto basata sul forma-
lismo relativistico si mostra che I'insieme delle quattro grandezze (w/c, ki,
ko, ks) costituisce un quadrivettore £, detto quadrivettore d’onda: le sue
componenti si trasformano quindi, passando da un SRI ad un altro, come
le coordinate (ct, x, y,z) del continuo spazio - temporale. Si consideri ora
un’onda luminosa piana osservata nel sistema di riferimento K’ e descritta
dal quadrivettore .#”. Si supponga, per semplicita, che la direzione di pro-
pagazione dell’'onda giaccia nel piano (x, y'); sia 6’ 'angolo che il vettore
d’onda tridimensionale k’ forma con l'asse x'. Le componenti di .# " sono
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allora:
/ Ll),
Hy = —
0 c
/
K = 2 cosd’
c
/
Hy = Y sing’
c
Hy = 0
Si ha pertanto:
Ky = T(H;+BXx)) (V.24)
K1 = T(#&+BXxy) (V.25)
Hy = Ky (V.26)
Hy = Ay (V.27)

Siccome %3 = k3 = 0, anche nel sistema di riferimento K la direzione di
propagazione dell’'onda giace nel piano (x, y). Dalla (V.24) si ottiene:

w=Tw'(1+BcosH) (V.28)

e dalla (V.25), tenendo conto della (V.28):

B +cosf’

cosf = ——
1+ Bcosf@’

Da quest’ultima equazione € possibile dedurre (cambiando le grandezze ac-
centate con quelle non accentate, e viceversa, e sostituendo —B a B) che:

cos@’' = cos0 - B (V.29)
" 1-Bcosf ’
La (V.28) diventa allora:
V1-RB?
w=0 ——— .30
1-Bcosf (V-:30)

Questa equazione descrive I'effetto Doppler nel caso di onde periodiche. Si
noti che, prescindendo dalla pulsazione «’, tutte le grandezze che vi compa-
iono sono relative all’osservatore K: il cosiddetto effetto Doppler trasversale
corrisponde al caso in cui 6 = /2.
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V.10.2 Fotoni

Si osservi che la derivazione svolta nella precedente sezione puo essere ap-
plicata, con le opportune varianti, anche al caso dei fotoni trattati come
particelle relativistiche cui si associa il quadrivettore energia - impulso P =
hA = (Elc,p) con E = hv e |p| = hv/c. Si vede dunque che, all'interno del-
I'approccio adottato, la descrizione della radiazione in termini di onde o di
fotoni conduce allo stesso risultato: questo, peraltro, coincide con quello
ottenuto mediante I'esperimento ideale con lampi di luce periodicamen-
te intervallati. E’ essenziale rendersi conto che i tre casi trattati hanno in
comune il fatto che viene ignorato il processo di emissione da parte della
sorgente.

V.10.3 Pressione esercitata da fotoni

1l disaccordo che emerge dalla contrapposizione delle due descrizioni
[ondulatoria e corpuscolare], puo essere evitato usando coerentemen-
te la teoria che permette la trattazione piit semplice del fenomeno stu-
diato. Pertanto, di seguito, le leggi della radiazione termica verranno
trattate sulla base dei quanti di luce senza alcuna reminiscenza della
teoria ondulatoria: questa, in quel che segue, non deve esistere.

Robert Emden

Si consideri un fascio di quanti di luce di energia € = hv che si propagano
lungo la direzione negativa dell’asse x. Sia S una superficie completamente
assorbente perpendicolare all’asse delle x.!! La variazione della sua quanti-
ta di moto P, per unita di tempo, dovuta all’assorbimento dei fotoni, e data
da:

dt c
dove n e la densita dei fotoni e F, e la forza che la radiazione esercita sulla
superficie S. Siccome Fy = p S dove p € la pressione esercitata dalla radia-
zione sulla superficie, I'equazione precedente si puo scrivere sotto la forma:

p=—-nhv

1 Questa trattazione & un’estensione di quella di: R. Emden, ‘Uber Lichtquanten, Physi-
kalische Zeitschrift 22, (1921), 513 - 517. Emden tratta solo il caso in cui il fascio di quanti
di luce incide perpendicolarmente sulla superficie assorbente in una approssimazione non
relativistica.
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Si supponga ora che la superficie S si muova di moto rettilineo uniforme
lungo la direzione positiva dell’asse x con velocita v. Allora:

v
p:nhv(—l—;) (V31)

In un sistema di riferimento comovente con la superficie vale la relazione:
p'=-n"h (V.32)

Ricordando le trasformazioni di Lorentz e la prima delle (I1.42):

S = &
(V.33)
F, = F
quindi:
|Fyl | Fyl
T P
Essendo:

I _ Uz
n=n 1_(;_2
/ 2
v
_ !
p=—nhv l—z

Infine, uguagliando i secondi membri della (V.31) e della (V.32), si ottiene:

,V1-0v2/c?

1+v/c

la (V.32) diventa:

Questa ¢ la formula dell’effetto Doppler nel caso in cui i fotoni viaggino
parallelamente alla direzione del moto relativo dei due osservatori.

Come si vedra nella prossima sezione, 'effetto Doppler, dal punto di vi-
sta corpuscolare, & legato allo scambio di quantita di moto tra radiazione
e materia. Pertanto, la trattazione di Emden, basata sulla pressione della
radiazione, conduce al risultato corretto solo in caso di incidenza perpendi-
colare: solo in questo caso infatti, la pressione della radiazione tiene conto
dell’intera quantita di moto dei fotoni.

Nel caso in cui il fascio di fotoni incida sulla superficie S formando un an-
golo 8 con la direzione positiva dell’asse x (figura V.26), la variazione della
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Figura V.26. un fascio di fotoni incide sulla superficie completamente assor-
bente S; 8 e 'angolo formato dalla direzione di propagazione dei fotoni con I'asse
X; v &, in metri, la distanza percorsa dalla superficie S in un secondo.

quantita di moto della superficie S dovuta all’assorbimento dei fotoni e data
da:

P
APy = nﬂS(ccose— v) =Fy
dt c

Nel sistema di riferimento comovente con la superficie si ha:

dP; hv'
—F =n=_g /
a7 = S'cosO

Per le (V.33) e ricordando la relazione tra i coseni degli angoli 6 e 6" (V.29):

, cosO-B
cosf' = ——
1-Bcos0
si ottiene:
, V1-1v2/c?

1-(v/c)cosO
Questa & I'equazione generale dell’effetto Doppler.
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V.10.4 Fotoni emessida atomi o da nuclei

...sulla base data da Einstein alla teoria della radiazione, il quanto
emesso hv porta con sé sempre - e in particolare in ogni sistema di rife-
rimento - l'impulso lineare hv/c, il massimo che in linea di principio
possa essere associato a questo ammontare di energia. Nel seguito di-
mostriamo che il “salto di velocita” prodotto in tal modo per la condi-
zione delle frequenze di Bohr da proprio lo spostamento Doppler, e con
tutte le sottigliezze che sono richieste dalla teoria della relativita.

Erwin Schrédinger

Quando si prende in considerazione il processo di emissione della radiazio-
ne da parte della sorgente, non si puo prescindere dal fatto che tale processo
e discreto e direzionale. Si consideri’emissione di un fotone da parte di un
atomo A in moto rispetto al sistema di riferimento dell’apparato di misura
(figura V.27).

Figura V.27. emissione di un fotone da parte dell'atomo A in moto. 1l fotone
& emesso lungo la direzione A — O: O rappresenta la fenditura d’ingresso dello
spettroscopio.

Siano:
o E1, E> I'energia a riposo dell’atomo prima e dopo I’emissione;
o U1, Uy la velocita dell’atomo prima e dopo I'emissione;

o 01,0, 'angolo che la velocita dell’atomo forma con la direzione di
propagazione del fotone prima e dopo I'emissione.
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Si noti che le velocita, gli angoli e la direzione di propagazione del foto-
ne sono valutati nel sistema di riferimento dell’apparato di misura e che la
geometria del processo & planare (piano xy).?

In questa trattazione, non si dovrebbero usare termini e simboli tipici
della descrizione ondulatoria. Tuttavia, ci atterremo alla consuetudi-
ne di parlare, a proposito dell’effetto Doppler, in termini di frequen-
ze. Per trasformare le formule che seguono in una trattazione anche
formalmente corpuscolare, si deve sostituire E,j a hv e Epp/cahv/c.

La conservazione dell’energia richiede che:
hv=y1E1 —v2E> (V.34)

e quella della quantita di moto:

—El cosf —E2 cosfy + _hv (V.35)
v = v .
iazh 1 Y2z b2 2+

Ey . E, .
lel}l s1nt91 = )’20—2 %] sm62 (V.36)

dove, al solito, y; =1/4/1— vf/cz, i =1,2. Dalla (V.34) e dalla (V.35) si ottiene:

U1 _ _ 2
ylEl(l—?cosel) —yzEz(l . cost) (V.37)
Ponendo:
Vi .
(pi:yi(l—?cosei) i=1,2 (V.38)
la (V.37) diventa:
p1E1=@2E> (V.39)
Inoltre, ponendo:
v;sinf; .
WiZYiT i=12 (V.40)

la (V.36), dopo aver moltiplicato entrambi i suoi membiri per ¢, diventa:

V1B =yoE (V.41)

1214 trattazione che segue si basa sul lavoro di E. Schrodinger: ‘Principio
di Doppler e condizione delle frequenze di Bohr, (1922); in rete alll'indirizzo:
http://matsci.unipv.it/persons/antoci/mq/Schroedinger22.pdf
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Elevando al quadratola (V.38) ela (V.40) e sommando successivamente mem-
bro a membro si ottiene:

2 2
2 a2 =214 2 eos2gs — o Yi 20,
QY= (1+ =2 cos“0;—2 c cosf; + = sin 9,)
Questa equazione puo essere riscritta cosi:
s s v?
P +yi=yi [Yi (1 - cos@i) +7i (1 - cos@i)] +y5 (—; - 1)
c c c

che, risolta per y; (tenendo conto della espressione di ¢; e diy;), da:

1+ @2 +y?
w:—%%Qﬁisz (V.42)
1

Lequazione di conservazione dell’energia (V.34) si scrive allora, usando la
(V.42),1a (V.39) ela (V.41):

1 (E1 Ez)
P12

hv =
2

Questa equazione puo anche essere scritta nella forma:

V_1ﬁ—£_1ﬁ—@
2 Eyp1 2 Exp»

od anche nella forma:

h L_H-B (V.43)
Ve — ————— = A
V192 2¢/E | E>
Se ora si pone:
- 2hWEE; '
si ottiene infine, dalla (V.43):
" 1
= (V.45)

%
VY11= (v1/¢)cos01] x y2 [1— (v2/¢) cosBs]

La (V.45) sembra indicare che la frequenza osservata dipende dalle velocita
dell’atomo prima e dopo I'’emissione. Cio non & ragionevole perché, fissa-
ta la velocita iniziale dell’atomo, la sua velocita finale dipendera soltanto
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dal processo di emissione del fotone e quindi dallo scambio di energia e
quantita di moto tra atomo e fotone. Usando la (V.37), la (V.45) diventa:

* \/1-v?/c?
v= v !
VE/E; 1= (v1/c)cosf,

Quest’ultima, usando la (V.44) e ponendo E; — E» = AE, siriduce a:

AE( AE) J1-vilc?

Vv=— ]_—— _
2E1) 1—(v1/¢)cosb,

h

Se ora si pone:

Vo= —
0 2F,

h

AE AE
2

si ottiene:

\/1-vi/c?
Vvt~ (V.47)

1—(v1/c)cosb,
La (V.46) rappresenta la frequenza misurata da un osservatore rispetto a cui
la sorgente ¢ in quiete prima dell’emissione del fotone e stabilisce la relazio-
ne tra questa frequenza e la differenza di energia dei due livelli quantici tra
i quali avviene la transizione atomica o nucleare: quando AE « Ej, risulta
vo = AE/h.
Si confronti ora la (V.47) con la (V.30), qui riscritta in termini di frequen-

ze:
V1= 2/ 2
1-(v/c)cosf

Come si & visto, la (V.48), puo essere ricavata considerando la propagazio-
ne di un'onda elettromagnetica piana o la propagazione di un fotone. In
entrambi i casi si confrontano le frequenze misurate dai due osservatori in
moto relativo prescindendo dalla sorgente. La trattazione alla Schrodinger
descrive completamente il fenomeno perché tiene conto della sorgente.

= Il termine AE?/2F) rappresenta I'energia di rinculo dell’atomo
durante I'emissione; se si trascura il termine AE nel calcolo di
Ej, 'energia di rinculo & di 3.49 x 107 eV per I'emissione da
parte di un atomo di idrogeno di un fotone corrispondente alla
riga a 486.133 nm e di 4.68 x 102 eV per I'emissione di un foto-
ne gamma di 129 KeV da parte di un nucleo di '°'Ir. Nel caso
dell’atomo di idrogeno, 'energia di rinculo é trascurabile rispet-
to alla larghezza naturale della riga (sezione V.4, pagina 124): il
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fotone emesso puo quindi essere riassorbito da un altro atomo
diidrogeno (risonanza), in quiete rispetto al primo (prima della
sua emissione). Nel caso dell''®! Ir invece, I'energia di rinculo
e grande rispetto alla larghezza naturale della riga e, quindi, il
fotone non puo essere riassorbito da un altro nucleo di Iridio.

Questa trattazione si applica anche al caso dell’assorbimento. Le equazioni
di partenza sono:
hv =y2E—y1E1

e:
E1 hv E2
Y1—v1cosf1+— = Yya—va2c0s0;
c? c c?
Ey . E, .
Y1§U1 sinf; = yggvgsmez

dove, al solito, y; =1/4/1— vl?/cz, i =1,2. Larelazione finale e:

/ 2.2
1-vi/c

oot -
01- (v1/c¢)cosbq
dove, questa volta:

AE AE
=— (1 + ) (V.49)

Vo = h E
Nel caso dell’assorbimento hv( rappresenta I'energia che un fotone deve
avere per essere assorbito da un atomo la cui velocita iniziale (prima del-
I'assorbimento) € nulla. Si noti infine che la grandezza E; ha valori diver-
si nel caso dell’emissione e dell’assorbimento. Nel caso dell’emissione, E;
e I'energia a riposo dell’atomo eccitato; nel caso dell’assorbimento, E; &
I'energia a riposo dell’atomo non eccitato.

Secondo la trattazione svolta, l'effetto Doppler é una conseguenza della
discretezza del processo di emissione e di assorbimento da parte di un ato-
mo e delle leggi di conservazione della dinamica relativistica. In particolare,
nel processo di emissione, all’energia acquisita (persa) dal fotone - rispet-
to all’energia quantica AE - corrisponde un’eguale diminuzione (aumento)
dell’energia cinetica dell’atomo; nel processo di assorbimento, 'atomo puo
assorbire un fotone con energia minore (maggiore) di quella corrisponden-
te al salto quantico AE, purché esso perda (acquisti) una corrispondente
quantita di energia cinetica.
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Nel caso in cui 'atomo emittente o assorbente si trovi in un campo gra-
vitazionale di potenziale ¢, le frequenze v, date dalla (V.46) e dalla (V.49)
avranno l’espressione (si veda a pagina 58):

v —AE(1+AE) 1422
0~ h N 2E1 C2
che, per campi gravitazionali deboli (¢ <« ¢?) assume la forma:
=21 2E) 0

0~ h B 2E1 c?

dove il segno (—) corrisponde all’emissione ed il segno (+) all’assorbimento.
(Si ricordi che E; ha un valore diverso a seconda che si tratti di emissione o
di assorbimento).

V.11 Allargamento Doppler delle righe

Il moto termico degli atomi provoca un allargamento delle righe emesse per
effetto Doppler. Nel caso di un gas (o vapore), se la temperatura non e trop-
po elevata, si pud considerare solo il termine dipendente da v/c; di conse-
guenza, la pulsazione della luce emessa da un atomo lungo la direzione z
sara data da (equazione V.47):

Uz
w:w0(1+—)
c

dove wy € la pulsazione della luce emessa dagli atomi per i quali v, & nulla.

Pertanto:
(a) —wo )
vy,=¢C

wo

Supponendo che la fenditura di ingresso dello spettroscopio selezioni solo
la luce proveniente lungo la direzione z perpendicolare al suo piano, I'in-
tensita della luce emessa ¢ data da:

/1
I((U) X m 3_62/202 (VSO)

dove 0% = 2k T/M perché la distribuzione della componente z delle veloci-
ta degli atomi e data dalla (XIV.1) a pagina 394. La larghezza a meta altezza
della gaussiana che compare nella (V.50) e:

2kTIn2
Mc?

Aw = 2wy
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= Nel caso della riga a 706.722 nm dell’argon, si ha, a 300K, Aw =
5.23x10° rad s~'. In generale, I'allargamento Doppler & pii1 gran-
de della larghezza naturale della riga.

V.12 Laradiazione di corpo nero

Al contrario, io sospettai che la connessione fondamentale fosse la di-
pendenza dell’entropia dall’energia. Poiché il significato profondo del
concetto di entropia non era ancora completamente compreso, nessu-
no fece molta attenzione al metodo da me adottato, e io potei sviluppa-
re i miei calcoli con comodo, fino in fondo, senza timore di interferenze
0 competizioni.

Max Planck

Lo spazio delle fasi di un quanto di luce relativo ad un certo volume
viene diviso in ‘celle’ di dimensione uguale a h®. Il numero delle possi-
bili ripartizioni su queste celle dei quanti di luce di una radiazione de-
finita macroscopicamente fornisce l'entropia e quindi tutte le proprieta
termodinamiche della radiazione.

Satyendranath Bose

Ogni corpo puo emettere o assorbire radiazione elettromagnetica. Il potere
emissivo di un corpo e I'’energia emessa dall'unita di superficie nell’'unita di
tempo per unita di frequenza; & una funzione della temperatura assoluta
del corpo e della frequenza: e = e(v, T). 1l potere assorbente € la frazione
di radiazione elettromagnetica assorbita da un corpo (rapporto tra energia
assorbita ed energia incidente): a = a(v, T). Ovviamente, 0 < a < 1.

Ad una determinata temperatura e per una determinata lunghezza
d’onda, il rapporto tra il potere emissivo e il potere assorbente & lo
stesso per tutti i corpi. (Kirchhoff, 1860)

La legge di Kirchhoff & espressa dalla:

e(v,T)
av,T)

=fw,T) (V.51)

f(v, T) & quindi una funzione universale, perché non dipende dalla natura
del corpo.
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Corpo nero & quello che assorbe tutta la radiazione incidente, qualun-
que sia la sua lunghezza d’onda. Essendo uguale ad uno il potere assorben-
te del corpo nero, il suo potere emissivo coincide con la funzione universale
definita dall’equazione (V.51). All'equilibrio termico, la radiazione conte-
nuta in una cavita le cui pareti siano impermeabili alla radiazione & della
stessa qualita ed intensita di quella di un corpo nero alla stessa tempera-
tura (Kirchhoff, 1860). Questa proprieta, espressa all'interno della teoria di
Maxwell, assume la forma:

4
utv, T)= z e(v,T)

dove u(v, T) e la densita di energia (energia per unita di volume e di frequen-
za) all'interno della cavita isoterma. Questa conclusione contiene implicita-
mente l'idea che per realizzare in laboratorio un corpo nero si debba usare
un corpo cavo isotermo con un piccolo foro: il fascio di radiazione uscente
€ un campione della radiazione di corpo nero.

E’ possibile ricavare la funzione u(v, T') partendo dalla relazione (XII.29,
pagina 374) che fornisce il numero dei modi di vibrazione di un’onda elet-
tromagnetica all'interno di una cavita le cui pareti siano costituite da un
conduttore: tuttavia, la formula che si ottiene, usando il teorema di equipar-
tizione dell’energia, risulta in contrasto con le osservazioni sperimentali.

Il teorema della equipartizione dell’energia si ricava nel contesto della
meccanica statistica classica: considerato un sistema fisico all’equili-
brio termico, si deve associare ad ogni suo grado di liberta un’ener-
gia pari a kT. Piu precisamente, esso prevede che si debba associare
un’energia pari a (1/2)kT ad ogni termine quadratico della funzione
hamiltoniana del sistema. Come esempio, si consideri un insieme di
N particelle in moto armonico lungo la direzione x: esso possiede N
gradi di liberta e quindi dobbiamo associare ad esso un’energia pari a
NkT. Alternativamente, si consideri la sua funzione hamiltoniana:

(20

2m,~ 2

Essa contiene 2N termini quadratici: quindi I'’energia che si deve as-
sociare al sistema € 2N(1/2)kT = NkT. Per quanto riguarda il campo
elettromagnetico si dimostra che la sua funzione hamiltoniana con-
tiene due termini quadratici per ogni grado di liberta. Il teorema di
equipartizione dell’energia si applica quindi anche al campo elettro-
magnetico.
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Si ottiene infatti che:

8mv?
uv, )=NMWkT = 3 kT (V.52)

essendo kT 'energia media associata ad ogni ‘modo di vibrazione’ permes-
so. Questa formula, ricavata (fattore numerico a parte) da lord Rayleigh
(1900), approssima l'espressione corretta:

8nv:  hv

u(v, T) = 6—3 m (\/-53)

solo per basse frequenze o temperature elevate ( € la costante di Planck).

x 10"

uv,T) [Im—3s]
© o © I =
B (2] [e:] = N s [e)] [e0]

o
[N

T=300 K T=600 K

0 0.5 1 15 2
v [Hz] x 10"

Figura V.28. densita di energia (per unita di volume e di frequenza) all’interno
di una cavita isoterma; equazione (V.53).

1l fatto che la (V.52) approssimi la relazione corretta solo per valori di
v/ T piccoli, suggerisce che il teorema di equipartizione dell’energia
abbia un dominio di applicazione limitato e che tale dominio possa
essere individuato mediante una condizione del tipo E < kT, dove E
€ un’energia la cui espressione dipende dal sistema fisico considerato.
Per esempio, nel caso della radiazione di corpo nero, questa condizio-
ne assume la forma hv < kT; in quello dei calori specifici dei solidi,
la forma ©p <« T dove Op ¢ la temperatura di Debye (pagina 400).

La (V.53) e stata ricavata da Planck (1900).
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La derivazione planckiana, come osservato da Einstein (1906), pre-
sentava un'inconsistenza logica. Mentre il termine

8mv2

o3
era stato ricavato supponendo, secondo la teoria maxwelliana, uno
scambio continuo di energia tra oscillatori (costituiti da cariche elet-

triche in moto armonico) e radiazione elettromagnetica presente nel-

la cavita, il termine
hv

evIkT _ 1

era stato ottenuto supponendo, implicitamente, che I'energia degli
oscillatori potesse assumere solo valori discreti pari a nhv con n in-
tero: gli oscillatori, quindi, scambiano energia con la radiazione solo
per quantita discrete.

Una derivazione rigorosa della (V.53) € possibile considerando la radiazione
contenuta nella cavita come costituita da quanti di luce (fotoni) di energia
E = hv e quantita di moto lineare p = hv/c (Bose, 1924). Il termine

8mv?

o3
siricava con un procedimento formalmente simile a quello usato per le on-
de stazionarie nella cavita cubica (sezione XII.8, pagina 372); ma la fisica &
diversa. Si considera un volume infinitesimo dello spazio esa - dimensiona-
le (spazio delle fasi) le cui coordinate sono, oltre a quelle spaziali (x, x, z), le
componenti delle quantita di moto dei fotoni (py, py, pz):

(dxdydz)(dpxdpydp;) = dVanp?dp
Usando la relazione p = hv/c, questa espressione assume la forma:

47v?

dv h3dv

c3

Si suddivida questo volume in celle di volume h3: esso ne contiene un nu-
mero pari a
4mv?
c3

avadv
e, per unita di volume della cavita, un numero uguale a:

47v?

dv
o3
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Il punto cruciale di questo calcolo € costituito dalla assunzione che lo
spazio delle fasi debba essere suddiviso in celle di volume /2.

In queste celle dobbiamo ‘collocare’ i fotoni la cui energia € compresa tra hv
e h(v+dv). E’ necessaria, tuttavia, una correzione imposta dal fatto che lo
stato dei fotoni non € univocamente determinato dallo loro energia e dal-
la loro quantita di moto lineare: essi posseggono anche una polarizzazione
(circolare o lineare) che e specificata in funzione di due distinti stati di pola-
rizzazione circolari o lineari (sezione X.3, pagina 308). In termini pitu diretti:
due fotoni che abbiano la stessa energia e, quindi, la stessa quantita di moto,
sono tra loro distinguibili in funzione del loro stato di polarizzazione. Sic-
come intendiamo considerare, ai fini della statistica che svilupperemo tra
poco, i fotoni indistinguibili, possiamo farlo ignorando il loro stato di pola-
rizzazione, purché moltiplichiamo, nel contempo, il numero delle celle per
un fattore 2. Quindi, come nel caso ondulatorio discusso in precedenza,

partiamo dall’espressione:
8mv?

c3
che ha comunque, nelle due derivazioni, significato diverso:

o numero dei modi di vibrazione permessi per unita di volume
della cavita e per unita di frequenza (onde);

o numero delle celle di volume 42 dello spazio delle fasi per unita
di volume della cavita e per unita di frequenza (fotoni).

Il problema si risolve calcolando il numero di fotoni P, di energia hv da
assegnare alle celle N,. Poniamo dunque:

u(v,T)=P,hv (V.54)

Il numero di modi in cui P, fotoni, indistinguibili, possono essere distribuiti
tra N, celle distinguibili e:

R(P N)_M (V.55)
VYT (N, = DIP! ’

Per effettuare il calcolo di R € comodo riferirsi alla figura V.29: le aste
verticali svolgono il ruolo delle celle (sinoti che il loro numero & ugua-
le a quello delle celle diminuito di un'unita); le palline quello dei fo-
toni. La (V.55) si ricava effettuando le permutazioni di tutti i simboli
(aste e palline) cioe le permutazioni degli elementi dell’insieme costi-
tuito dalle celle e dai fotoni; queste permutazioni sono (N, + P, —1)};
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Figura V.29. per il calcolo di R dato dalla (V.55).

questo numero deve essere diviso dal numero delle permutazioni del-
le aste (celle) (IV, —1)! e da quello delle permutazioni delle palline (fo-
toni) P,!, perché queste permutazioni corrispondono alla medesima
distribuzione.

Si tratta di trovare 'espressione per ogni P, sotto la condizione:

Y Pyhv=E (V.56)
by

che fissa 'energia della radiazione per unita di volume nella cavita in cor-
rispondenza di una determinata temperatura 7. Il numero di modi in cui
I'energia E puo essere distribuita tra le celle N, é:

(Ny+ Py, —1)!
W =[[R(P,,N,) = [[ ——L——
1;[ v 1;[ (N, —1)!P,!

Lentropia della radiazione per unita di volume é:
S=kinW

dove k & la costante di Boltzmann. Dobbiamo pertanto di trovare il massi-
mo dell’entropia sotto la condizione (V.56). Condizione necessaria affinché
I'entropia abbia un estremo e che:

op
oP,

0 perogniP, (V.57)

dove, con il parametro A da determinarsi:

¢:S+A(ZPVIW—E
by

Supponendo che N, e P, siano numeri grandi rispetto all’'unita, possiamo
scrivere:
(Ny+P,-1D!= (N, +P)), (N, -D!'= N,!

174



Giuliani Bonizzoni - Lineamenti di elettromagnetismo

e usare 'approssimazione:
InN!'= NInN—-N

La condizione (V.57) assume allora la forma:

N,
kin|—2 +1) =-Ahv
P,
cioe: )
Py =Ny e Ak _ ]
Siccome, usando la relazione
(68) 1
0E)y T
siricava che il parametro A € dato da
1
A=——
T
si ottiene infine: )
Pv=Nvoomr—
Quindi, dalla (V.54):
8nv:  hv
uwv,T)= (V.58)

3 ehv/kT _q
Le curve sperimentali che meglio interpolano I'equazione (V.58) sono quelle
della radiazione cosmica di fondo, che, come abbiamo visto (sezione II1.10,
pagina 62), corrisponde a quella emessa da un corpo nero alla temperatura
di2.725+0.002K.

V.13 Lo spettro della radiazione elettromagnetica

Lo spettro della radiazione elettromagnetica puo essere suddiviso, per ra-
gioni essenzialmente pratiche, in intervalli a seconda del tipo di sorgente
o di rivelatore. Come si vede, questa suddivisione non obbedisce a crite-
ri rigorosi. Per esempio, la luce UV, quella visibile ed il vicino infrarosso,
possono avere le medesime sorgenti e gli stessi rivelatori. La distinzione, €,
tuttavia, ragionevole per ragioni antropiche (occhio umano) e per le diverse
proprieta delle radiazioni connesse alla loro interazione con la materia. Per
quanto concerne le sorgenti, € noto che dal Cosmo provengono radiazio-
ni di tutti i tipi; per i rivelatori, si noti 'ampio spettro di utilizzazione delle
lastre fotografiche.
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Nome Intervallo (m) Sorgente Rivelatore
macroscopico
Raggiy A<10711 Nuclei atomici Camere a bolle,
contatori di Geiger,
lastre fotografiche
Raggi X 1071 <1 <107 Urto di elettroni Lastre fotografiche,
veloci con atomi materiali fluorescenti,
camere di ionizzazione
Luce UV 1079<1<35%x1077 Corpi incandescenti, | Lastre fotografiche,
lampade a scarica, materiali fluorescenti,
scintille fotomoltiplicatori
Luce 35x1077 <A<7.5%x1077 Corpiincandescenti, | Lastre fotografiche,
visibile lampade a scarica fotomoltiplicatori,
occhio umano
Infrarosso 35x1077 <A<1073 Corpi caldi Lastre fotografiche
termocoppie,
bolometri
Microonde 103 <A<107! Circuiti elettrici Diodi a stato solido
speciali (klystron,
magnetron)
Onderadio | 107! <A< 10% Circuiti oscillanti Circuiti oscillanti
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Tabella V.2. i limiti degli intervalli sono solo indicativi; sono elencate solo
alcune sorgenti ed alcuni rivelatori.




Capitolo VI

Campi statici o lentamente
variabili

Se i campi elettrico e magnetico non dipendono dal tempo, le equazioni di
Maxwell per il vuoto assumono la forma:

divE = L
€0
rotE = 0
divB =
TOIE = ,Ltoj

I campi elettrico e magnetico sono dunque indipendenti 'uno dall’altro: il
sistema delle quattro equazioni si scinde in due sistemi indipendenti di due
equazioni che regolano, rispettivamente, 'elettrostatica e la magnetostati-
ca.

VI.1 Elettrostatica

Ma se il campo elettromagnetico poteva esistere come un'onda indi-
pendente dalla sorgente materiale, allora l'interazione elettrostatica
non poteva essere piil spiegata come un'azione a distanza.

Albert Einstein
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I fenomeni elettrostatici nel vuoto sono descritti dalle equazioni:

divEk = £ (VL1)
&0
rotE = 0 (VL.2)

Un campo vettoriale il cui rotore sia nullo, si dice irrotazionale. Condizio-
ne necessaria e sufficiente affinché un campo vettoriale sia irrotazionale
€ che esso sia esprimibile come il gradiente di una funzione scalare, det-
ta potenziale (scalare) del campo vettoriale. Nel caso elettrostatico si pone
E = —grad g e ¢ si chiama potenziale elettrostatico (o semplicemente po-
tenziale). Si verifica che la condizione e sufficiente dimostrando, mediante
semplice applicazione delle definizioni, che rof grad ¢ = 0. Per dimostrare
che la condizione e necessaria, si osservi che, per il teorema di Stokes:

fﬁ-d’l:frotﬁ-ﬁds:o
l S

dove [ & una linea chiusa e S una qualunque superficie che abbia la linea [
come contorno.

Figura VI.1. la circuitazione di un campo irrotazionale da B ad A non dipende
dal percorso.

Il fatto che la circuitazione
f E-dl
1

del vettore E lungo una linea chiusa sia nulla, implica che la sua circuita-
zione lungo una linea aperta che abbia i punti A e B come estremi dipende
solo dagli estremi e non dalla linea che li congiunge. Infatti (figura VI.1) la
circuitazione di E & nulla sia lungo la linea chiusa /; che lungo . Allora:

<€A3+<€élA=<€AB+CgéZA=0
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Quindi:
l L
Cpa=Cpa
qualunque siano /; ed I»: la circuitazione da B ad A dipende solo dagli estre-
mi. Esiste a