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4.2.1 Ortogonalità delle rappresentazioni irriducibili . . . 136
4.2.2 I caratteri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
4.2.3 La rappresentazione regolare . . . . . . . . . . . . . 142
4.2.4 Completezza dei caratteri irriducibili . . . . . . . . . 145

4.3 Decomposizione delle rappresentazioni . . . . . . . . . . . . 153
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Prefazione

La teoria dei gruppi e delle loro rappresentazioni costituisce il linguaggio
con il quale è possibile trattare le proprietà di simmetria dei sistemi. I
metodi della teoria dei gruppi sono utilizzati in quasi tutti i campi, dalla
fisica atomica e molecolare alla fisica dei solidi alla teoria quantistica dei
campi e delle particelle elementari; le conoscenze che si richiedono vanno
da nozioni molto elementari sui gruppi (finiti e continui) a più sofisticati
concetti sui gruppi continui e sulla teoria delle rappresentazioni. Infatti, i
gruppi cristallografici, SO(3), SU(2), SU(3), i gruppi di gauge, ad esempio,
sono parte del linguaggio corrente della fisica.

Questo volume è l’ampliamento di alcuni argomenti trattati nei corsi di Teo-
ria dei Gruppi che ho tenuto negli anni passati presso l’Università di Pavia
per la Laurea e per il Dottorato di Ricerca in Fisica. Esso si pone come
un testo introduttivo con l’intento di offrire agli studenti un orientamento
semplice su problemi di simmetria.

Nel primo capitolo si presenta la nozione di gruppo di simmetria nell’ambi-
to della geometria elementare come insieme di trasformazioni che mutano
un oggetto in sé e si discute brevemente la struttura microscopica delle
molecole e dei cristalli ; si considerano le rotazioni, le rotoinversioni, le tra-
slazioni ed i gruppi puntuali. Si esamina il problema della simmetria delle
leggi fisiche cioè il problema di classificare i fenomeni fisici e le equazioni
che cercano di interpretarli in relazione alle proprietà di invarianza per tra-
slazioni spazio-temporali, per rotazioni spaziali, per inversione temporale,
per trasformazioni inerziali e si accenna ai gruppi di Galilei e di Lorentz.
Una attenzione particolare è dedicata al problema dell’invarianza per inver-
sione spaziale (parità) : a questo proposito viene discusso l’esperimento di
C.S.Wu sul decadimento β dei nuclei di 60Co che ha dimostrato come non
ci sia conservazione della parità nelle interazioni deboli. Si discute infine il
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ruolo della teoria dei gruppi sottolineando che l’invarianza dell’hamiltonia-
na di un sistema per un gruppo di trasformazioni permette di caratterizzare
le possibili soluzioni delle equazioni dinamiche.
Nel secondo capitolo sono esposti gli elementi della teoria astratta dei
gruppi con particolare riferimento ai gruppi finiti.
Il terzo capitolo presenta alcuni complementi di algebra e riassume le no-
zioni essenziali sulle matrici, sugli spazi vettoriali e sugli operatori lineari
che sono utili nella teoria delle rappresentazioni dei gruppi.
Nel capitolo quarto viene esposta la teoria delle rappresentazioni con rife-
rimento ai gruppi finiti. Sono ricavate le proprietà delle rappresentazioni e
dei caratteri irriducibili, si discute il ruolo degli operatori di proiezione sia
nella decomposizione delle rappresentazioni riducibili che nella costruzione
delle matrici rappresentative irriducibili; si considerano infine aspetti vari
del prodotto di rappresentazioni.
I due successivi capitoli sono dedicati ad una descrizione sistematica dei
gruppi di trasformazioni dello spazio euclideo. In particolare, nel quinto
capitolo si studiano da un punto di vista elementare il gruppo delle rotazioni
proprie SO(3), il gruppo delle rotazioni proprie e improprie O(3) e il gruppo
delle traslazioni ; ogni elemento di SO(3) è descritto usando come parametri
l’angolo di rotazione ed i coseni direttori dell’asse oppure i tre angoli di
Eulero.
Il sesto capitolo è una descrizione sistematica dei gruppi puntuali, cioè dei
sottogruppi finiti di O(3).
Nella prima parte del capitolo settimo sono illustrati, attraverso qualche
esempio elementare, alcuni metodi per la valutazione dei caratteri irriduci-
bili dei gruppi puntuali : le tavole dei caratteri sono calcolate esplicitamente
per i più semplici tra i gruppi di questa classe. I caratteri irriducibili dei
gruppi cristallografici sono raccolti nelle tavole in Sez. 7.6. Nella seconda
parte del capitolo, dopo il calcolo delle rappresentazioni irriducibili ordina-
rie (a un valore) di SO(3) negli spazi delle armoniche sferiche con i relativi
caratteri, sono trattati il prodotto di rappresentazioni di SO(3), i coeffi-
cienti di Clebsch-Gordan, i vettori e i tensori sferici, le rappresentazioni
di O(3). Si ha, inoltre, un accenno al problema della compatibilità tra le
rappresentazioni irriducibili di un gruppo puntuale e quelle di O(3) ; come
esempio, si discute la compatibilità tra le rappresentazioni irriducibili di
Oh ed O(3) e si definiscono le armoniche cubiche. Infine, sono trattate le
rappresentazioni ad un valore dei gruppi C∞ , C∞h , C∞ v e D∞h che sono
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connessi con la simmetria assiale continua.
Il capitolo ottavo è dedicato ad alcune applicazioni elementari: classificazio-
ne degli stati elettronici nella fisica atomica, proprietà delle funzioni partner
di una rappresentazione irriducibile, effetti di una perturbazione statica sui
livelli degeneri, effetto Zeeman, effetto Stark. Viene inoltre discusso il ruolo
della simmetria nel ricavare le regole di selezione per transizioni indotte da
una perturbazione dipendente dal tempo. Un cenno importante a questo
proposito riguarda il problema della classificazione degli operatori vettoriali
e tensoriali secondo le rappresentazioni irriducibili del gruppo di simmetria
del sistema.
Con l’eccezione dello studio elementare di alcuni gruppi continui (SO(3),
O(3), gruppo euclideo, traslazioni) in questo volume si tratta essenzial-
mente di gruppi finiti ; i gruppi continui saranno argomento di un lavoro
successivo.
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