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a) La comprensione del le carat ter is t iche dei  fenomeni  natural i  regolate

da equazioni  d i f ferenzia l i  a l le der ivate parz iaLi ,  contenent i  termini  non

I ìnear i ,  d ispers iv i  e d iss ipat iv i ,  ha sempre cost i tu i to un problema didat

Lico di  non faci le soluàione,  a causa del la d i f f ic i le st rumentazj .one mate

nat ica r ichiesta.  EPpure la maggior  parte dei  fenomeni  natural i  s l  accorda

a leggi  d i  questo t ipo.  L!6perazione di  senpl i f icare I 'aPproccio a quest i

fenorneni  l inear izzando le equazioni  d i f ferenzia l i  a l le der ivate parz la l i

che l i  reggono e t rascurando gl i  ef fet t i  d ispers iv i  e d iss ipat iv i  ,  se a

vol te dà quaLche ut i le r isul tato,  spesso fa perdere un gran nutnero di  in-

formazioni  ed r :na intera fenomenologia.  Un esemplo t ip ico é cost i tu i to dal

lo studio del  fenomeno del  sol i tone o cone Ìo chiamò i l "  suo scoPr i tore J.S.

Russel ,  " the wave par excel lence,  the sol i tary,  progressive,  great  wave of

equ i l i b r i um  o f  t he  f l u i d "  [ t ] .  " '  
un ' onda  che ,  f o rma tas i  i n  pa r t i c6 l a r i

condiz ioni  (ad es.  quando in un canale un bat te l lo in moto Si  arresta bru

scamente e dal la prua parÈe un'onda),  procede per J-ungo Èe6po indisturbata

in forma e senza perdere la sua indiv idual i tà.  Ltequazi"one che descr ive in

naniera conpleta la sua evoluzione é la Korteweg-De Vr ies (Kdv) del  1895 L2J.
Come sappiamo j .1 fenomeno é dovuto al l requi l ibr io d i  due ef fet t i  contrastan

t i :  da  una  pa r t e  I a  non  l - i nea r r t à  che  t ende rebbe  a  f a r  d i ven ta re  i I  p ro f i l o

del l 'cnda 
""rpt"  

p iù r ip ido f ino a t rasfornar la j -n onda d 'urÈo (é queJ- lo

che normalmente avviene con le onde de1 mare) e dal l 'a l t ra 1a dlspersione

che Èenderebbe ad appiat t i re I 'onda (per maggior i  det tagl i  
" "a: .  [ l ] - [a] - [S]) .

Ma per g i -u lgere a questo r isul tato i l ,  t ravagl io fù grande: i  pr in i  tentat i

v i ,  in fat t i ,  duraÈi  c j . rca quaranta anni ,  cercavano dÍ  dedurre i1 conporta-

men to  de l l ' onda  so l i t a r i a  da l I ' equaz ione  c l ass j - ca  de l l e  onde ,  I a  cu i  so l u -

z ione veniva data nel la approssirDazione l ineare,  perdendo quindi  informazio

ne propr io su quegl i  aspet t i  che determinano I 'andamento del  fenomeno. Non

vogl iamo insistere su questo aspetto che r ichiederebbe un approfondimento

stor ico al  quale s i  sono dedicat i  due degl i  autor i  deI  presente lavoro.

Qui  c i  interessa presentare dei  model l i  e let t r ic i  e meccanic i  at t i  a l la

rappresentazione ed al la v isualLzzazLone dei  fenomeni  non l inear i ,  d isper

s iv i  e d iss ipat iv i  ret t i  da un certo ins ieme di  equazioni ,  con Part icolare
r i fer iEenùo al la teor ioa dei  sol i toni .  Scopo deLl ' . in t roduzione di  guest i

model l i  é t r ip l ice:  l )  fami l iar ízzare Ì 'a l l ievo ai  fenomeni  descr i t t i  da

equazioni  non l inear i  in modo da renderLo più d isponibi le per 1o studio
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ana l i t i co  d i  ques t i  f enomen i ,  2 )  i  mode l l i  p ropos t i  possono  esse re  cons rde

ra t i  ca l co l a to r i  ana loq i c i  pe r  La  r r ce r ca  d i  so i uz i on i  d i  equaz ion i  l a  cu :

i n t eg raz i one  ana l i t i ca  r i su l t a  t r oppc  comp l : - ca ta  , >  I a  cu i  i n t eg rez i one  nu -

mer i ca  r i ch i ede  un  t enpo  d i  ca l co l o  t r oppo  l ungo ;  3 )  c ' é  l a  poss ib i l i t à  d i

v isual izzare i  sol i toni  (ad esemplo mediante osci l loscopi  per i  model , l i  e let

t r i c i ) .  Ques t ' u l t i no  aspe t t o  é  mo l t o  i n t e ressan te  da1  pun to  d i  v i s t a  d i da :

t ico:  come sappiamc due sol i toni  emergono da1ìa Ioro interazicne non Linea-

re completamente non inf luenzat i  in  fonoa,an:píezza e vCl-ocicà,  Fù per qre

sÈa  rag ione  che  Zabusky  e  K ruska .L  ce rca rono :e r  I ' onda  i i  ques to  . L i po  L i r r a

te rm ino log ia  che  evocasse  l a  l o ro  ca ra t t e r i s t i ca  pa rÈ i ce l l a re  accan fo  a

que I l a  ondu la to r i a :  "Zabusky  and  I  f e l t  such  waves  pa r t ook  su f f i c j - en t l - v

o f  È h e  n a l u r e  c f  n a c e r i a  i a r t r c i e s  t o  j u s t i f T  a  F a r - - : c l e - . i k e : i a n e ,  r e î I -

nescen r -  o f  t he  ph : ' s i c i s t '  pa r t i c l es  ( p ro ton ,  : l eu t r on ,  e i ec : r on )  and  quas : .

pa r t i c i es  ( pho ton ,  q rab i t on ) .  ! ^ l e  : he re fo re  : a l l e i  t hem so i - i * " cn "  [ r l  .  u '

r n s s i h i l e  o r r r n r ì ;  r n d i r . ' i O u a f e  i n  U n  C O n C e s r c , . l a . < r e n  r n 6 p  6 t t e l r c  l e ì ì ' ' -

: Y ^ ^ i  - ^ * t  ^ -  I  r  t , . ^ 1
,  ' .  - - - . i smc  onda -co rpusco lo  che  i I  p i ù  Je I -e  ' z c i t e  v i ene  p l e

sen ta to  j - n  un  con tes r *o  quan t i s t . i co  e  r e ìa t i ' / anen te  so lo  a1 l ' es t r emanen te

ni  nnaì  ^  Pi  t r^ \ ' r ró , ì ,n comportamento dual-e anChe ne1 morrdo deI l " 'eStremamen

t o  n r a n r i c  n r : À  a c c o r o  m n ' ì  f  n  c r  - n i  € r  _ : t ì  r : r  . ì . ì  r ' r n f  e  d i  : t ì  q t À  F è d à f , ^ - 1 r ' a  "
È v !  L r J r :  t e - r l s  - r

d r r À n r ^  o l i n i n r  a r r o l  t r n t r ,  À i  m : n i . ò  - l - , ó  c 1  : \ r r r è r r p , 1 r " - - r ^
{ v q /  r  L v

t ì i  í r r e s f o  d r r a l  i s m o  n e I  m c n d o  d e l l ' e s t r e m a m e n t €  c i c c o l . o .  I n  q u e s t a  m a n j - e r a- _  a _ * " - *

é  poss ib i l e  a f f r on ta re  con  es t rema  na tu ra l ezza  ques ta  p rob lenac i ca  senza

fa r  r j - f e r imen to  ad  un  l i nguagg io  a i l us i vo .  I  moCe l i i  e i e t - t r r c i  e  r " ec .an i

c i  che  qu j  p resen t i anc ' i ossonc  esse re  f ac j - lmen t -e  ccsc : : u i t i  i n  i abo raao r l . c
r ' 1
l l  I  E r  i m n n r f ; n f É  Ì l o t a r €  c h e  r  : e n o r o e n i  d e s c r i t t i  j a  q u e s t i  m o d e l l i ,
L ' J '  "

cuando  es i s t e  un  b j - l anc i o  t r a  e f f e t t j .  non  l i r l ea l r  e  i r spe rs i v : ,  o  d i ss l pa

t i r r .  c n n n  À o c r r r r . i  4 a  o a t t a z i . ì n i  , . ì - é  n a ì  l '  - r , n r n c c i m ^ z i ^ n è  à ì  c Ò n l i n L t Ò .c Y g u c r v l l a ! ? y P ! v . - J l

s i  r i ducono  ad  equaz ion i  cone  ì - a  Bu rge rs  o  l a  Kdv  d i  pa r t i co l a re  r i l e va l_

za  pe r  I a  r i ce r ca  c r j n re r . - cs ranea  .  L ' ,  ì Í ì po r t anza  d :  ques te  eouaz ion i  ,  a I l a

h a c e  r ì i  - 1 r 2  1 1 ' 1 6 1 1 p  : n n r o e f  . e  a l  : a . r .  I  i n F : r c  e - l q e n f é  , j i  a ' J \ ' : C i n a f e  1 ' a ! -

i i e vo  a  t u l t a  una  se r i e  d i  i po tes i  s c i en t i f i che  s to r i ca r ì en te  e  d i da t t l - ca

m c n r e  a s s a r  r : l e v a n : r .  I n  ( l _ u È s t c  l a v o r ( , ,  p e r  I a  L r e v i : à  d i  s p a z i o  a  d i s p o

s j z ] o n € ,  c i  i : f i l Ì t e r e n ;  a  r : D o r t e r e  i  s l n g o l i  n o C e I . l i  e C  i I  s i s t e m a  d i  e q u a

z ion i .  c i - . e  ne  rÉcgono  i i  conpo r tamen to ,  nonché  ì " e  equaz lon i  dec i c t t e  quando

v e n r . : ì o  i m p o s t . e  1 e  a p p r o s s i n a z i o n j  c p p o r t u n e  e o  i  b i l a n c i  t r a  ? l , j  e f f e t t i '

Pe r  i  dè t t agL r  t ecn i c i  d i ,  cos t r uz i cne  r imand iano  a  va r i e  no te  d i  vo l t a  Í n

v o l t a  c r . t . a i e r  m e n t r e  p e r  r a  r r d u z i o e , i e l  s i s t e m a  n o n  l r n e a r . -  a d  u n a  s i n g c

l - a  equaz i cne  i i n rand iamc  a l l a  no ta  i n t e rn "  [ g ] .  La  r . i l e vanza  s to r i ca  l im i

t a tamen te  a I I a  Kdv ,  é  sv i i uppa ta  i n  un  a l t r o  Lavo ro  deg ì r  au to r i  Lq l .
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i r ) U n a r e t e c i | - r a s m i s s i o n e p u ò e s s e r e r a p p r e s e n t a t a j a : n s e r a p l i c e i o o o e l .

lo ccnpcsic úa i lna ' ;er :e d l -  iapacj ' tcr i  rn paral- le lc ec i "ndut- 'or i  in  Ser: 'e

t f i g .  1 ) ,  Le  equaz :on i  che  reggono  i  vo l t aog r  è  iÈ  : l - ' * ' i : r s r t à  i i  t o r r e l ì i e

: anÒ
L-# i . . .

I  \ - v  =  - L . l x à r

*e ì  ar
t ,

I  l  j Q = { l x v

n .
lio 1r - r '  -

| le l l ,apprcés imazrcne cont inua,  Ie  onoe sono regc la te ' ia l l *equaz ione

' 2 -  '  ^ 2 -  -  a  , r \
t J  L  -  a  C  l - v

; r '  L  c  ì x "
- j i . ,er i i ìentaimente s i  osservano de1 prof i l r  che v iaggiano verso destra e ver.

sc : rn isf - ra con veloci tà l ,16 inal teratr  i : - r  fcrrna.  Owiamente quesgl

sonc  anche  I e  sc fuz i cn i  Ce I l - ' equae ione  (1 )  "

i r i . )  Se  i nse r i amo  r i n  capac l , t o re  non

A e = - A x ( c v - c x v 2 )
- e  . r - n i c  : 1 i  p i c cc . I a  amp ieàza  sa ran ' ì c

. : Ì ,e -= i  nuove con veloci tà l i re ,

;r + c-* 4l_ = o
z t  c 2  a x

I i nea re  re t t c  dà  ' - l n ' ecuaz ione  c ìe l  i i p c :

r ego l . a te ,  i n  un  s j  s t ena  d j -  r i f e r i nen i : c

da  un ' equaz ione  de I  t iPo

, - r : ì es ta  l , c l t e  t u t t i  : -  p ro f i l i  i r r z i . a i i  s i  moc l i f : - che la l - i no  ne I  co r so  de i l a  p ro

paqaz ione  degene ra r rdo  i n  un ' cnda  ' i ' u r t o  
[ - ; J .

[ "

b 2 \  S e  n e I I a  r e t e  n o n  l - i n e a r e  e s i s t o n o  e f f e t t i  d i s p e r s i v i  G í 9 . 2 ) . . c h e  p c È s r a .

mo rappresenlare con un capaci tore non l ineare,  ìe equazior l j -  che reggono r I

feno[,eno sono

- " . . : :  l

O L

-cÉ.- Av
X  r  ^ v

A v t r ' ^  ^ . r 2 r- M \  V !  -  - l J r  i
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L'equazione che regola onde di  p iccora anpiezza e bassa f requenza, b i -
Ianciando gl i  ef fet t i  non i inear i  e d j .spers iv l ,  in  un s istena di  r j - fer j_-
nenÈo rnobi le con veloci tà 1/rE é Ia sesuente

a r  + g r r e r  + 1 9 1  è 3 r  = o
ar  c .  ax  î ;m# (3 )

che é proprio una Kdv, dove x e t sono coordinate opportunamente norma-
Lizzate-  c iò che s i  osserva é ra decomposiz ione di  un gener i -co prof i lo in
una ser ie d i  impuls i  part icorarnente stabir i  ( i  sol i toni)  p iù un residuo.
c l i  t ì .po dispersivo guest i  i rnpuls i ,  la  cui  veloci tà d ipende daJ- l - ianpiezzs
sono onde progressive di  forma pal t icolare che interaqiscono t ra loro rnan-
tenendo inal terate le l .oro.  carat ter is t iche a meno di  uno spostamento di
ru." [rol- L"]- lt4- ['r]-['r]

b 3 )
re  s i

hl
l n  oues to  caso ,  ne l  so l i t o  s i s t e rna  d i

cola anpiezza e bassa f requenza, saranno

A r  +  C v I a r  +  t  a 2 l  = o
at c at 2Rc axz 

(4)

che  é  p roo r i o  l ' equaz ione  d i  Bu rge rs .  Esa  f ù  i n t r odo t t a  da  Bu rge rs  ne l  194g ,
dopo i I  fa l l i rDento dei  tentat iv i  d i  arr ivare ad una teor ia stat isÈica del la
turbolenza,  tentaÈiv i  che però mi-sero in evidenza l r inportanza der la con-
teroporanea presenza di  ef fet t i  d issì .pat iv i  e non l inear i .  Essa é la p iù
sempl ice equazione che t iene conto cÍ  quest i  ef fet t i ;  successivanente fù
integrata ner s50 e 1g51 da core e Hopf per mezzo di  una t rasformazi-one
non l ineare che la r iduce al l 'equazione der calore di .  Four ier .  Maqqior i
det tagl i  s i  possono comunque t rovare i . r  [ fS]

b4) Per avere un' idea del I 'estrema potenza di  queslo approcci .o.  consider ia
mo i  due seguent i  rnodel l i  at t i  a rappresentare due equazioni  oggetÈo di  r i -
cerca contemporanea Ie cui proprietà non sono completanente note:

AItr i  fenomeni interessanti  si  osse
considerano effett i  dissipativi  ( f

rvano quando rreLla rete non

iS .  3 ) .  Le  equaz ion l  sono :

/ A v  =  R ^ x  ( r  -  r r )
\
{ Av = -r,Axa r 1
l a t
I
\Aa 

= -Ax tcv - cnv2;
r i f e r imen to  mob i l e ,  I e  onde

rego la te  da l l '  equaz ione
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i )  I1 modeLlo con

d i spe rs i v i  ( f i g .  4 )

Ia presenza contenporanea

R,
d i  e f f e t t i  d i s s i pa t i v i

raPpresenEa

1 r  ,  ^  \ r
o a  ?  L  o a

A t  c a x

I1 rnoCello

I 'equazione di Kdv-Burqers

+  1  c  1  a 3 r  +  |  ò 2 t
z c 'zr,c axt ,Rc ilt

dispersj-vo tr idimensionale

[ '.]

i ì ì
[ " ]

ffitF
ht

che rappresenta equazioni dj. KdV

tament i  s i  ot tengono considerando

ed  a l t r i  noode11 i .

b5) Consider iamo inf lne un model lo

Ques to  mode l l - o  é  compos to  ( f i g .  6 )

r a ' { i =  K ( { i - r -  z {  * d * 1 r  -  m s r s i n { .
dt '

con l rowio s iqni f icato dei  s in lcol j - .  Normal izzando opportunamente e passand6
al  cont j .nuo esse divengono ptopt i .gr . l - ,equazione di  s ine-Go<doni

Per questa equazione esistono t re modi  fondamentar i  d i  osci l razione:

4 0 4

hq

( F i a  q ì

a coef f ic ient i  var iabí I i .  Al t r i  compot-
re non omoseneirà t, t]- it t]{r"]- |z r]

meccanico per 1 'equazi .one di  s ine-Gordon.
da una ser ie d i  pendol in i  accoppiat i  da
una  f o r za  .O0as t i ca .  pe r  i  de t t aq l i  de l l a

costruzione vedi  [ ru]  .  rndicando .o. ,  f .
1 ' ango lo  che  1 ' l es imc  pendo l i no  f o rma  eon
1a  ve r t i ca l e  ,  l e  equaz ion i  d i  b i l anc i o

sono :



r  i  oscr  i .  -azicne oi  Di-asma :

a i"  l  brearhers ;

: i i t  k i n k - "  ' f  l J S S o n r :

T u t t ;  e  t r e  g u e s t i  n o d i  * o s - . c n :  € s s e r q  : s s e r v a t i  , - c :  -  -  : r i e .  - -  : . e : c a -

: ì 1 c o .  I n  : i g .  "  o u ò  e s s e r è  t t = u t t o a a  - - i  : : t o c c  l r  u n  f  l L . . s - . : : c  È  - i r  3 - a  : ì -
r l o c e i a r o  ^ r r é c r ^  - o o e i ì f  - p u ò  e S s e r e  _ - L t e r l o r m e n t e  C O I : i - - . - r i . . ' .  - .  ; : C - _  : o

: ene re  ccn to  Ceq l i  e f  f e t t !  j Ì s s rpa t iT i  ,  . i e i J -e  f c r ze  es te l n€  * r t . :  .

i i l : i : : e  : ì o t i amo  : : e  anc : re  pe r  qJes ia  L :qua : rone  es i s r - e  j :  : ; - j - - : - -  ; ^È : c : l

: r ,  desc r  j - ven te  ; : un t l r e  d i  Jose -ohson  es :ese  ,  che  l a  : aó : r€sÈ r . ' - :

Pe r  ccnc lude re  pcss ianc  no ta re  ahe  t e r  mo !ce  equaz rcn r  : o l i " ! cn t che  es j - -

s t ono  de i  r 0ode lL i  neccan i c i  ed  e l e t l r i c i  no l t o  senp i i c i  e  d l  i a c t j e  cos t : .

; ! one  che  DÒssono  D rese : ' l t a re  un  aa ru ra i e  app rccc i c  d Ì c j i t : : c -  : :  : e : o [ . e : - -

r o n  i i n e a r i .
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