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L'analisi tensoriale in quattro di nensioni

H Kaf ka
16. Elettrodinamica dello spazio vuoto secondo la teoria
della relativita speciale.
L'innalzamento antitensoriale [vedi (70)] del tetrapotenziale
<I>v(11;i¢) da lantitensore del secondo ordine
M =Vé =V& -V (76)

MY MY MY v u
con le 12 componenti diverse da zero (6 numericamente distinte)

Mg == M, = 3,
My = - My = 5y’
Mo = M = 3, (76a)
M =- M =-i€¢,
14 41 X
M =- M_=-i€¢,
24 42 y
M =- M_=-i€¢ .,
34 43 z

Significato della notazione d)v(II;iq')): le  componenti del
vettore  tridimensionale prima del punto e virgola sono uguali alle
componenti <I>1, <I>2 e <I>3, lo scalare dopo il punto e virgola e
uguale alla componente <I>4. La prima relazione sard scritta talora
anche nella forma

@ —
1,2,3)

Le sei componenti numericamente distinte dell’antitensore
MHV’ che per brevita chiameremo ‘"tensore di campo", rappresentano
le componenti dell'intensita di campo magnetica ed elettrica, cosa
che indicheremo anche con la notazione

Muv( -1 6).
Le componenti del  vettore tridimensionale prima del punto e

virgola sono uguali alle componenti M23, M31 ed M12 dell’antiten-

1Annalen der Physik 58, 1 (1919).
2Tradotto in collaborazione con L. Mihich.

3Vedi anche M.v.Laue, Das Relativit atsprinzip. p.87 e segg. .



sore Mw), le componenti del vettore dopo il punto e virgola sono

uguali alle componenti M , M ed M .

14 24 34
L'abbassamento  di MHV [vedi (72)] definisce la tetradensita

P (polc;ip):

M(p p)
VM =P . (77)
o Mo M

Lo sviluppo della (77) secondo [lindice di somma o fornisce

quattro equazioni che nella  notazione usuale corrispondono alle

equazioni  di Maxwell-Lorentz

1 8¢ _ po
U
e
div € = p.
L'innalzamento antitensoriale di MHV [vedi (71)] & zero:
VM =VM +VM_ +VM =0. (78)
o MUY o MUY u ve v ol

I primo membro della (78) rappresenta un antitensore del terzo

ordine che, per quanto prima detto, ha 24 componenti diverse da
zero, delle quali perdo solo quattro sono numericamente  distinte.
Porre uguali a zero queste quattro componenti rappresentate dalla

(78) corrisponde nella notazione usuale alle equazioni

1 8%
+ - =
rot € c H
e
div % = 0.
Con lintroduzione dell’antitensore duale, in analogia con la
(67), la (78) si pud sostituire con
*
VM =0. (79)
o Mo
La tetraforza
1 i
F(3 = p{€ + Z[o9l)  —(oF)} |
si ottiene come prodotto interno della tetradensita e del tensore
di campo:
F =P M_. (80)
c [T T
FG si pud anche rappresentare, come si fara vedere in
seguito, come abbassamento di un tensore del secondo ordine, che



come "tensore dell'energia e degli sforzi" gioca un ruolo
importante nella teoria della relativita.- Poniamo nella (80) in

conformita  alla  (77)

P =VM
M v py
e otteniam o
F =M VYM =V (M M)-MVM .
c Ol vV MY v oM MY MY v ol
Quando si scambiano nell'ultimo termine gli  indici di sommap e v
si  ottiene un’espressione equivalente che si  pud scrivere anche
nella forma
- M VUM =-XMYM +MVUM)=-2M (VM +VM)
MY v ol 2° MY VvV oM VU U OV 2 MUVt Vv oM M Vo
Ma per la (78) [Iespressione nella  parentesi tonda €& wuguale a
-V _M ., cosicché
o MUY
- = 1 M VM = }. v ( )
MY v ol 2 MY o MV 4 © MY uv
e quindi
1
= + -
Fo= V[ MGHMHV) 7 V[ MocBMocB) . (81)

Nel primo termine del secondo membro bisogna sommare sugli

indici v, i, quindi vv assume tutti i valori da
_ 0 _ 8 .
Vi T & @ Ve T ear
anche il VG del secondo termine assume questi valori. Introducendo
il tensore speciale del secondo ordine am) [vedi 1M i due
termini anzidetti si possono raccogliere:
1
= + -
Fo* vv( Mou ur o 4 6o*v ocBMocB) ' (81a)
Da quest'equazione si vede che FG si  pud rappresentare nella forma
=V T (81b)
[0 v oV

come abbassamento di un tensore del secondo ordine, dove

T = -

ov Moquu T2 6o*v'vloc['s"vloc]'s’ ' (82)

Questa espressione e il cercato tensore denergia e degli



sforzi per lo spazio vuoto; Tm) e simmetrico  (fatto indicato dalla
sopralineatura del simbolo), poiché lo scambio dell'ordine degli
indici o, v lascia invariate le componenti. I secondo termine del

secondo membro della (82) interviene solo per quelle componenti di

Tm) che abbiano indici uguali (T11’T22’T33 e T44); in questo caso

e SCW: 1. Per tutte le altre componenti il termine summenzionato

si annulla, perché & _=0.
oV

Laue assume il tennsore  dell’energia e degli sforzi nella

forma
1 * *

T, = E[MWMW - MGHMvu] , (82a)
che & identica alla (82), poiché |l calcolo esplicito da la
relazione

- 1
MGHMVH = - MGHMVH 58 MOCBMOCB . (83)

17. Elettrodinamica dei corpi ponderabili.

In presenza di corpi  ponderabili il campo elettromagnetico
sara descritto dai vettori D e B e dai \vettori ¢ ed % rispet-
tivamente, le cui componenti possono  essere viste come le
componenti numericamente distinte di due  antitensori del
second’ordine, cioé del "tensore di campo"

Mw)(iB; -i €)
e del "tensore di spostamento”
Vuv( 5 -19)
L'abbassamento  del tensore di campo definisce la tetracorrente
PLS(3 + pv) ipk
pc
VM =P . (84)

Con la notazione usuale le quattro equazioni (84) corrispondono

alle equazioni di Maxwell completate con la corrente di convezione

189 1
rOt%)_EW_E(BJrPU)
e
divd = p .



L'innalzamento antitensoriale del tensore di spostamento €&

nullo:
VV =VV +9YV +VV =20; (85)
c MUY o MUY u ve v ol
sviluppata secondo le osservazioni fatte per la (78), la (85 da
le equazioni
1 88 _
rot € - e Tl 0
e
divB =0 .
Per esprimere in notazione tetradimensionale le relazioni
D = €
B = uHy
che valgono secondo Ila teoria di Maxwell per i corpi isotropi,
introduciamo, utilizzando la tetravelocita YG, quattro nuove
I - . . 4
espressioni tensoriali. Le componenti di Yosono
R 2, 2. -12 _
Y(1’2,3) s 2- vilc ") = Kg ,
(86)
Y, S5 vV -k
dove abbiamo introdotto le abbreviazioni
_ Do _ v
=z, d=¢g. (87)
e
@ Ve )™ - =k (88)
Per il  prodotto interno della tetravelocita con se stessa il
calcolo da
YY =-1. (89)
Con il prodotto interno  della tetravelocita per il tensore di
campo otteniamo il tetravettore
E =YM _; (90)
M o Mo

* Vedi per esempio M. v. Laue, lLc. p. 69.



il calcolo delle sue componenti da:

E = k(€ + [¢B]) = k€ .
(1.2.3) . (90a)
E4 = ik(q€) =ik(gC) ,
dove, con Laue5, si e posto
€ =€+ [q8] , (91)
("forza  elettromotrice ).
Il prodotto interno della tetravelocita per il tensore di
spostamento da il tetravettore
D =YV (92)
M o Mo
con le componenti
D = k(D + [¢9) = K9,
(1.2.3) . (92a)
D4 =ik(gd) =ik(gd) ,
dove
D =9+ [g% . (93)
Per ¢ = 0 (sistema a riposo) E(1’2,3) si riduce a €, D(1’2,3)
si riduce a , E4 e D4 si annullano. Questa circostanza suggerisce
di fare per i corpi isotropi lipotesi
D = ¢E 94
T TE, (94)

che con la notazione usuale esprime la relazione

* *
D = g€ . (94a)
Il prodotto  esterno antitensoriale della tetravelocita con il
tensore di campo conduce all'antitensore del terz'ordine
=YM =YM +YM _ +YM (95)
ouY o MUY o MUY u ve v ol
con 24 componenti diverse da zero (4 numericamente  distinte) che

sono riassunte qui di seguito:

> p.149.



B = - B =B = - B =B =- B = ikB ,
234 243 342 324 423 432 X
*
Blas = Bigg T By T Byy T By, T By, =ik,
J (95a)
B =- B =B =- B =B = - B = ikB ,
412 421 124 142 241 214 z
*
B =-B _=B.__=-B_ =B__=-B_ =-x(qB8).
321 312 213 231 132 123
In esse si & posto
*
B =8B- [q6] . (96)
Infine il prodotto  esterno  antitensoriale della tetravelocita con
il tensore di spostamento da lantitensore del terz’ordine
H =YV =YV +YV +YV (97)
Uy o MUY o MUY u ve v ol
con le componenti
*
Moaa = IK%)x’
i *
H143 - IK%)y’ (97a)
*
H412 - IK%)z’
*
Hyp = - x(ad ),
dove
*
H =9 - [¢d] . (98)

Per la (95a) le prime tre componenti numericamente  distinte
di Bﬂw si riducono per g = 0 alle componenti di B, mentre per la
(97a) quelle di Hﬂw si riducono alle componenti di %, cosicché,

in analogia con la (94), si puo fare [lipotesi

abe MHabc ’ (99)
che riassume 24 equazioni tra le componenti non nulle degli
antitensori Babc e Habc; ma queste equazioni sono identiche a sei
a sei, cosicché rimangono  solo  quattro equazioni distinte che,

nella notazione usuale, portano all'espressione

* *

B = uH .

Con lintroduzione dei duali di M _ e V _ possiamo sostitui-
uv MY



re6 le (95) e (97) con

B =YM (100)
M o Mo
e rispettivamente con
*
H =YV (1012)
M o Mo
e la (99) con
B = puH . 102
MLu? (102)
Si sarebbe potuto certo evitare l'introduzione degli  antitensori
del terz'ordine, tuttavia cid non comporta alcuna semplificazione.
Con l'utilizzo delle  espressioni ora introdotte la radiazione

. . L7 R
a riposo di Minkowski Si  pud rappresentare nella forma

Qo = YaEbHoab . (103)
Calcoleremo  qui esplicitamente come esempio la componente Ql. Al
secondo membro  della (103) occorre sommare su tutte le
combinazioni degli  indici a e b. Ma poiché Ho‘ab € un antitensore,
sono nulli tutti gli addendi per i quali a = b, e anche quelli
per i quali a =b = o; le combinazioni restanti degli indici sono

quindi: 23, 24, 32, 34, 42, 43, cosicché

Q = YEH_ _+YEH_+YEH_+YEH_+YEH + YEH
1 2 3 123 2 4 124 3 2 132 3 4 134 4 2 142 4 3 143

= (Y.E.- YE)H _+(Y.E - YE)H __+ (Y.E - YE)H_ .
2 3 3 2 2 4 4 2 3 4 4 3 134

123 124

Con la sostituzione dei valori  su riportati per le componenti
d Y, E eH si ottiene
a b cab
_ 3 * * * * * % .
Q = k{61 (¢)) - [a9] (a€) + [EH] } ;

analoghe espressioni valgono per le componenti 92 e 93, che rias-

sumiamo insieme a Ql in

_ 3 * % * %
oy =KUalal€SN +[€9]
6 Vedi M.v. Laue, I. c. p. 150.
7H.Minkowski, Zwei  Abhandlungen Uber die  Grundgleichungen der
Elektrodinamik. B.G. Teubner 1910. p. 35.



Se risolviamo il triplo prodotto  vettore nella differenza
* % 2 * %
q(a[€ H D - g€ H]

e teniamo conto della relazione

KL - gd) =1 (104)

che vale per la (88), si ottiene infine  analogamente

* % 3 * %
i,y “KIEDT +ka(al€D)
- 3 % (103a)
Q, = ik(q[€ %)
Per ¢ = 0, 9(123) si riduce a [6%], vale a dire al vettore di
Poynting © = c[€%] diviso per la velocita della luce c.
La radiazione a riposo di Minkowski si pu0 scrivere, per la

(67), anche nella forma

Qu - Yksi k
dove
*
S =1  EH.
i k 2 iklm ]
Un’espressione analoga alla radiazione a riposo & quella del
tetravettore
equ = YanVO‘ab , (105)
le componenti del quale si ottengono dalle equazioni (103a),
* * * *
sostituendo in esse € con ® e % con B . Importante e inoltre
I'espressione
Q = (ep- 1Q =Y(DB _ - EH ) (106)

con le componenti

2 123 KIOB] - [€h] +k’q{al D8] - [€5])

o
4

(106a)

i*(q, [98B] - [€%)
Poniamo per brevita
B=k’[(98] - [€9] +kq(ql 98] - [E9]}

si ottiene



B

(1,2,3) K ’

(107)
, i
94 = E( q53)
18. i tensore dell’energia e degli sforzi per  corpi
ponderabili
Nella (82) abbiamo derivato il tensore dell’energia e degli

sforzi per lo spazio vuoto nella forma

T =- MM +-8 M M_,
oV i VU 4 ov af3 af3

nella quale é determinato per mezzo del tensore di campo Mw).

Nell’elettrodinamica dei corpi ponderabili dobbiamo tuttavia
distinguere tra il tensore di campo MHV e |l tensore di
spostamento Vw), e ci si chiede come in questo caso vada fissato
il tensore dell'energia e degli sforzi. Si pudo pensare di
modificare lipotesi (82) in
o Mouvvu T2 6o*v'vloc['s’voc['s’ (108)

oppure

™= T =-V. M +>8 M_V (109)

oV vo oy TAN 1] 4 ov af of

i primi  termini al secondo membro della (108) e della (109) non

sono uguali, perché vanno uno nell'altro per scambio degli indici
(tensori coniugati).

Le proposte (108) e (109) hanno il "difetto estetico" di non
essere simmetriche; otteniamo  una proposta simmetrica con la loro
semisomma
T =T o+ =- M v +M Vv )+ls M.V (110)

oV 2" ov oy - 2 op v VL ol 4 ov af a3
L'espressione nella parentesi tonda e il prodotto simmetrico
misto MGHVVH [vedi (58)], cosicché  possiamo anche scrivere:
= _ 1 1
T =-= MV +>=8 M_V . (110a)
oV 2 Ly TR 1] 4 ov af of

Le proposte (108), (209), e (110) si  riducono alla (82)

quando si pone Vw) = Mw), sicché  sono equivalenti sotto  questo

10



aspetto. Ma cid non Dbasta, perché nessuna di queste proposte
contiene la  velocita dei  corpi ponderabili. Ora Grammel ha

8 .
mostrato ~, che le tre proposte citate devono essere completate con

termini aggiuntivi, in modo che i loro abbassamenti esequiti
secondo la (81b) diano espressioni soddisfacenti per la
tetraforza. Alla  conclusione di questo lavoro viene osservato:

"La differenza fra le tre proposte si rende percettibile solo
quando si abbia a cha fare con velocita variabili della  materia.
Nelle tre proposte le leggi dellimpulso e dell'energia assumono

tuttavia forme diverse gia per corpi in moto uniforme."

In  realtad l'ultimo fatto non accade, anzi le proposte di
Grammel di completamento del tensore, come si  mostrerd  piu  sotto,
sono del tutto identiche.

Inizieremo dalla proposta simmetrica (110), che  Grammel
completa con il (semi)prodotto esterno  dei tetravettori YG e Qv

[vedi (106)]

1
YQ =YQ +VYQ . (111)
[0 2N % [0 2N % v o
I tensore dell’energia e degli sforzi per corpi ponderabili si da
allora nella forma
— 1 1
T =->=MV +-8 MV _+>YQ ; (112)
oV 2 oM VU 4 ov af of 2 oV

le sue componenti sono:

8R.Grammel, Zur relativit atstheoretischen Elektrodynamik bewegter

korper.  Ann. d. Phys. 41. p.570 e segg. 1913.
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_ 1
T, =3€23 - @yDy - €3, +3B, - 5y8y EEPRPURL PN
_ 1
T,=5 - €9 + (syz)y - €D - H B + 5y8y - 58} ¢+ qy‘«'By
_ 1
T,=3-€65 - (syz)y +€DD - H 8B - 5y8y + 58} + o8
_ 1
Ty =5ED +ED + €D + 958 +58 +5 8B} - (a8
_ _1
4T23 = T32 = E{Gyi)z + (Szi)y + 5y‘BZ + 5Z‘By + qy%z + qzﬂﬁy}
_ _1
T31 B T13 B E{GZDX * @XDZ * %ZBX * %XBZ * Ctzile * quz}
_ _1
T12 - T21 - 5 {@ny * @ny * f’)X‘By * f’)y‘BX * ctXB}y " quX}
_ _ i
Ta=T, = 5061 +[98] - B -q (¢B)
_ _ i
T, =T, = 5 (ss]y + [D‘B]y - ‘By - qy(q‘«'B)}
_ _ i
T, =T, =-506] +[9 - B -q (B} .
L'abbassamento  del tensore dell’energia e degli sforzi (112)
e la tetraforza per corpi ponderabili
F =VvT_ . (113)
[0 v oV
19. Per gli sviluppi successivi sono necessari  alcuni  calcoli
intermedi. - Consideriamo in primo luogo |l prodotto esterno
antitensoriale
YQ =YQ - YQ (114)
[0 2N % [0 2N % v o
che si puo trasformare in modi diversi.

a) Poniamo nella (106)

Db = Ychc [per la (92)],

Eb = Ychc [per la (90)],
Boab = YoM, YoM ¥ YaMho * VoMo [PEr 2 (95)]
Ho b =LY6_VabJ: YV H YV o+ YV [per la (97)]

e otteniamo

12
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Q =YYV YM +YYV
[0 ab a c

YM +YYV YM
a c bc o bc a bo

a c bc b ca

- YYMYV -YYMYV -YYMYV

a c bc o ab a c bc a be ac bc boa’
| primi  due termini che stanno Il'uno  sotto  [laltro sono, come
risulta con lo scambio degli indici di sommaa e c, numericamente
uguali e si elidono per sottrazione; gli ultimi due termini

contengono le espressioni

YYV e YYM
b c bc b ¢ bc

che sono nulle per la (75), e sono quindi essi  stessi nulli.

Quando per la (89) si pone nei due termini rimanenti

YY =-1
a a
si ottiene:
QX =-YVM +YMV =DM - EV . (115)
[0 c bc bo c bc bo b ob b ob
Scriviamo ora le seguenti tre equazioni Il'una sotto [laltra:

YQ =YV YM - YM YV
¢ bc o Vb c

oV bc ¢ Vb
- YQ =YV YM - YM YV
v o ¢ bc v bo ¢ bc v bo
0O0=YV Y M - YM YV .
¢ bc b ov c bc b ov

Le prime due equazioni si ottengono  con prodotto esterno  della
(115) per la tetravelocita, la terza e soddisfatta per la (89); Ila

loro somma da

YQ - YQ =YV YM, - YM YV (116)
[l v o ¢ bc, o Vb ¢ bc, o Vb
ovvero
v =DB_ . - EH_ =(ew- DEH . (116b)
b) Per ottenere un'altra rappresentazione del prodotto anti-
tensoriale esterno Y @ , partiamo dal prodotto  misto
[0 2N %
H B = V Y M
vbc obc | 1% bC|| [on bC|
e in esso sviluppiamo prima di tutto Y V secondo la (97):
v bc

13



H B =YV Y M + YV Y M + YV YM . (117)
VYbc obc v bc, o bc b cv, o bc ¢ vby o bc

Il primo  termine del secondo membro da con lo sviluppo del

prodotto  antitensoriale

YVYM + YV YM +YV YM ;
v bc

Y bc o bc Y bc b co c ob
gli  ultimi due termini dell'espressione precedente sono uguali
(risulta dallo scambio degli indici di sommab e ¢ ) e si possono
raccogliere in
2 vachbMCO‘ - 2DchMc0‘ ’

Gli  ultimi due termini della (117) sono anch’essi uguali; li

raccogliamo in

2YV Y M ,
b cv, o bc
e sviluppiamo YM
o bc

2YV YM +2YV YM +2YV Y M =2EYV - 2M V - 2¢E E .
b cv ¢ bc b cv b co b cv ¢ ob c 0 Vc oc Vc [l 4

Quando si raccolgono i termini trasformati del secondo membro

della (117) e si pone nel primo membro

BO‘bc T H Ho*bc ’
si ottiene
“HvbcHo*bc = - 2D YvMo + 2E Yovv
c c c c (117a)
-2M V. +YYM V - 2¢E E .
oc Vc Y 0 bc bc oV
Immaginiamoci ora daver  costruito dalla (117a) per scambio
degli indici v e o una seconda equazione, che sottraiamo a quella
scritta prima. Allora i primi membri e gli ultimi due termini dei
secondi membri si elidono; rimane
0=-D(YM +YM)+E(YV +YV )-(MV - MV )
Cc o Vc vV co Cc 0 Vc vV co oc Vc vc oc
Completiamo a prodotti antitensoriali le espressioni in parentesi
dei primi due termini del secondo membro dell’'equazione precedente

per mezzo di

- DCYCM(W = - vachcMov =0 [per la (75)] ,

14



e rispettivamente di

EY YV =YM YV =0,
c c ov b cb c ov
e portiamoli al primo membro:
DYM -E YV =-(MV -MV) (118)
C| [on VCl C| [on VCl 0Cc Vc Vvc oc
ovvero
DB - EH =- M V_ . (118a)
c ovc c ovc oc vc
Poiché il primo membro della (118a), a causa della (116a),
uguale al prodotto  antitensoriale Y Q , si ottiene infine I'im-
[0 2N %
portante  relazione
YQ =- MV . (119)
| (o) Vl | ocC VCI
| risultati del calcolo della  (119) in corrispondenza dei valori

o,v = 23, 31 e 12 si possono riassumere nella notazione usuale in
[9B] = [€D] + [9H¥B] , (120)
quelli per o, v = 14, 24, 34 in
- i{B - o(g®)} =- i{{ 9B] - [69]} . (121)
Dall'ultima equazione  risulta per il vettore B introdotto nella
(107) TI'espressione
B =[98] - [€9] + q(¢B) , (122)

. 9
in accordo con Abraham .

Poiché
(¢B) = (g DB - [63) + q’(gB®) = x°(q[ 98] - [6%)

sara anche

2

B =[98] - [€9] + «q(q[ IB] - [€9]) . (122a)

Dalla (120) e dalla (121) deriva anche la relazione, alguanto
macchinosa a dimostrarsi per un’altra via

9M. Abraham, Theorie der Elektrizit at, Il vol. B.G. Teubner 1914.

p. 311.
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(q[ DB] - [€D]) = [€D] + [HB] . (123)

20. La determinazione della tetraforza per corpi ponderabili.
Per dimostrare che le proposte di Grammel per il completa-
mento del tensore sono identiche, scriviamo le equazioni (112) e

(119) Tluna sotto [altra:

T =-Mv -Mv +% Mv +o +Na
oV 2 OU VU 2 VU Ol 4 ocv of3 af 2 0V 2 voe (124)
0=- M Vv L -vo +lva
2 OM VM 2 VU OM 2 60V 2 voe
la loro somma
T =-MV +X8 M.V _ +YQ (124a)
oV i VU 4 ov af of v o
corrisponde alla proposta (108) completata con il termine
10

aggiuntivo YVQ; (Grammel indica la proposta completata con S" );

la loro differenza

T =-M V +-8 MV _ +YQ (124b)
oV VL ol 4 ov af of cv

corrisponde alla proposta (109), completata con YGQ;) (per Grammel
s 11
-

Le tre proposte di Grammel sono percio completamente
equivalenti e si distinguono solo per la notazione. Nella (124) Ila
simmetria dell'espressione proposta risulta in  modo immediato,

mentre nella (124a) e nella (124b) cid non avviene.

Un'altra via per la determinazione del tensore dell’energia e
degli  sforzi per i corpi ponderabili, che corrisponde meglio allo
spirito della teoria della relativita speciale, consiste nel
trasformare "al caso del moto" una proposta per i corpi a riposo
confermata  dall’esperienza. Per0 questa via, gia nel caso che Il
moto sia assunto  parallelo ad un asse del sistema a riposo, e
notevolmente complicata; le espressioni cosi  ottenute per le

componenti del tensore non consentono poi una conclusione univoca

per moti altrimenti diretti.

0g. Grammel, lc. p. 576, la seconda delle equazioni (31).

11p. 576, la terza delle equazioni (31).
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La tetraforza e per la (113)

F =V T
[0 v oV
Per ragioni formali scegliamo per T(W la  notazione (124a);
eseguendo I'operazione di derivazione otteniamo
F =- M VV +YVQ +2Z |, (125)
c Ol V VU vvoe c
nella quale
_ 1
z_ = vvuvvwku + 3 vo(Nka&B) (126)
Trasformazione d Z_. - Il primo termine del secondo membro

[0
della (126) si pud, in maniera simile a quella usata nel paragrafo

16 per [l'espressione - M V.M_, portare nella forma
VULV CU
~itvouwm .
2 MY o MV
Per la trasformazione del secondo termine consideriamo il prodotto
interno

H_ B =YV Y ,
aBy oy | o By, ah%wl

se sviluppiamo YV, , si ottengono tre addendi uguali, cosicché
o« By

possiamo  scrivere:

H B =3Y V Y =3YV,Y +3Y V. YM +3YV_YM_.
By oBy o« By aN%W a By o By a By B ya a By ¥ of
Nel primo termine di questo sviluppo  bisogna porre Yochc = -1; dii

ultimi due termini  sono uguali e si possono riassumere in

6Y.V YM =- 6DE
B B o ya 7y

otteniamo  quindi la relazione

HanuHaBW = - SV&BNkB - 6eE E (127)
e da questa
_ 1
N&BV&B = - 2¢EE §“HaBWHaBW . (128)
L'ultimo termine della (128), introducendo il tetravettore HOC
[vedi (101)] , si pud anche scrivere nella forma
-2 “HocHoc'
L’equazione (128) rende ora possibile la trasformazione del

secondo termine di ZG:
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1 1 1

_ 1
Zvo( MocBVocB) = EEe T et T fE Ve EH(X.B’JVO‘( “HocBgr)
Nell’'eseguire la derivata dell'ultimo termine dell'espressione
precedente  si deve considerare [ costante. Dalla (127) segue poi
- eEVE - H _V(uH ) =3iv vM
aoa  6opy o Mgy T 3Vag e aB
espressione che si cancella con (quella ottenuta per il  primo

termine  di Zo' Si ha quindi:

1

Z =-2(Eve-HHU (126a)
[0 2 o oo 2 o o o
e quindi
F =- M VUV +YVQ - EEVe- SHHV u (125a)
[0 ol v vu vV o 2 o oo 2 o o o
Questa & [I'espressione completa della tetraforza per  corpi
isotropi in moto  non  accelerato. Per  corpi omogenei gli
innalzamenti V € e V_u sono null alora Z_=0-¢e
[0 [ox [0
F =- M VV +YVQ . (129)
c Ol V VU vvoe

I calcolo delle  componenti  di FG nella (125a) da, con la

notazione usuale, le espressioni:

Froy = PE *+ 5 [38] + 2 {( oY) B+ %}
K2 *2 1 *02 K2 *2 1 * 02
e {(5 - —2(‘3@ ) }V€ - 3 {f’) - _2(‘35 ) }VH ,
C C
F, = IE {p(n@*) £ (6 + 1 [(n,( o) B) + (n%)]
K2 *2 1 * 2} de K2 *2 1 * 21 8
+2_[@-?(n@)]§+7[5 -?(nﬁ))]%}; (125b)

nelle quali secondo le (91), (98) e (122) e

& :@+%[n113] ,
5 =9 - [0
K2
B = [98] - [69] + — o(v[ 9B] - [E3))
Cc
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Per corpi omogenei i gradienti Ve e Vu nella (125b) sono

nulli; per le componenti Fl, F2, ed F3 della tetraforza risulta

allora  complessivamente 'espressione

an

o1 1
F(1’2,3) = p€ +E[3‘B] +E{(UV)‘B3+W},

che anche Abraham ha derivato

(ricevuto il 6 Luglio 1918)

12M. Abraham, . c¢. p. 314.
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