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Sulle equazioni fondamentali dell’elettrodinamica per i corpi in moto al momento
presente regnano ancora delle divergenze di opinione. Le ipotesi di Hertz? (1890)
devono essere abbandonate, poiché si & dimostrato che esse sono in contrasto con
diversi risultati sperimentali.

Nel 1895 H.A. Lorentz® ha pubblicato la sua teoria dei fenomeni ottici ed elettrici
nei corpi in moto che, fondandosi su una rappresentazione atomistica dell’elettricita,
con il suo grande successo sembra giustificare le ardite ipotesi dalle quali essa &
sorretta e permeata. La teoria di Lorentz* parte da certe equazioni originarie, che
devono valere in ogni punto dell’“etere” e da 1i perviene mediante la formazione
di valori medi su regioni “infinitamente piccole dal punto di vista fisico”, che gia
contengano moltissimi elettroni, alle equazioni per i processi nei corpi ponderabili.

In particolare la teoria di Lorentz da conto dell’inesistenza di un moto relativo
della terra rispetto all’etere luminoso; essa porta questo fatto in relazione con una
covarianza di quelle equazioni originarie rispetto a certe trasformazioni simultanee
dei parametri spaziali e temporali, che hanno ricevuto da Poincaré® il nome di
trasformazioni di Lorentz. Per quelle equazioni originarie la covarianza per trasfor-
mazioni di Lorentz ¢ un fatto puramente matematico, che chiamero il teorema

IDie Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge in bewegten Korpern, Nach-
richten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Jahrgang 1908, 53-111.

2«Ueber die Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir bewegte Korper”. Wiedemanns Ann.
p. 369. 1890 (anche in: “Ges. Werke”, vol. I, p. 256. Leipzig 1892).

3 “Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten Kérpern”,
Leiden 1895.

4vedi Encyklopidie der math. Wissenschaften, vol. V 2, art. 14. “Weiterbildung der
Maxwellschen Theorie. Elektronentheorie.”

5Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXI (1906), p. 129.
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della relativita; questo teorema si fonda essenzialmente sulla forma dell’equazione
differenziale per la propagazione di onde con la velocita della luce.

Ora ci si puo aspettare, senza fare ancora professione di fede in certe ipotesi sulla
relazione tra elettricita e materia, che quel teorema matematicamente evidente e-
stenda le sue conseguenze cosi in la, che per esso anche le leggi finora sconosciute
relative ai mezzi ponderabili assumano in qualche modo una covarianza rispetto
alle trasformazioni di Lorentz. Si esprime cosi piu un atto di fiducia che un giudizio
compiuto, e chiamerd questo atto di fiducia il postulato della relativita. La situa-
zione ¢ all’incirca come quando si postula la conservazione dell’energia in casi per
i quali le forme di energia che intervengono non siano ancora note.

Se si arrivasse a sostenere I'attesa covarianza come una determinata connessione
tra quantita direttamente osservabili per i corpi in moto, si potrebbe poi chiamare
questa determinata connessione il principio della relativita.

Queste distinzioni mi paiono utili a caratterizzare lo stato attuale dell’elettro-
dinamica dei corpi in movimento.

H.A. Lorentz ha trovato il teorema di relativita e creato il postulato di relativita
come un’ipotesi per la quale gli elettroni e la materia in conseguenza del moto
sperimentano contrazioni secondo determinate leggi.

A. Einstein® ha finora espresso nel modo piu netto il fatto che questo postu-
lato non & un’ipotesi artificiosa, ma piuttosto un’interpretazione di tipo nuovo del
concetto di tempo che si impone attraverso i fenomeni.

Tuttavia il principio della relativita nel senso da me riconosciuto non & stato
finora formulato per 'elettrodinamica dei corpi in moto. Con la formulazione di
questo principio nella presente dissertazione ottengo le equazioni fondamentali per
corpi in moto in una forma che ¢ determinata mediante questo principio in modo
completamente univoco. Si dimostrerd inoltre che nessuna delle forme finora pro-
poste per queste equazioni si conforma esattamente a questo principio.

Ci si aspetterebbe prima di tutto che le equazioni fondamentali assunte da
Lorentz per corpi in moto soddisfacessero il postulato di relativita. Risulta tut-
tavia che cio non accade per le equazioni generali che Lorentz assume per corpi
arbitrari, anche magnetizzati, ma che cid accade in modo approssimato (qualora
si tralasci il quadrato delle velocita della materia rispetto al quadrato della ve-
locita della luce) per quelle equazioni che Lorentz ha dedotto poi per corpi non
magnetizzati; egli perviene tuttavia a questo adeguamento successivo al postulato
di relativita solo per il fatto che la condizione di assenza di magnetizzazione & per
suo conto imposta in un modo che non si conforma al postulato di relativita, ossia
mediante una compensazione casuale di due infrazioni del postulato di relativita.
Questa constatazione tuttavia non significa alcuna obiezione contro le ipotesi di
teoria molecolare di Lorentz, ma soltanto si rende chiaro che l'ipotesi della con-
trazione degli elettroni a causa del moto dovrebbe essere introdotta nella teoria di
Lorentz in un punto precedente a quello da Lorentz adottato.

In un’appendice mi addentro poi sulla posizione della meccanica classica rispetto
al postulato di relativita. Un aggiustamento di facile realizzazione della mec-
canica al postulato di relativitd darebbe per i fenomeni osservabili differenze a
malapena percettibili, ma porterebbe ad una conseguenza assai sorprendente: con
ltmposizione preventiva del postulato di relativita ci si procura lo strumento suffi-
ctente a dedurre poi tutte le leggi della meccanica solo dalla legge della conservazione

6Ann. d. Phys. 17, p. 891, 1905.



dell’energia (e da asserzioni sulle forme dell’energia).
§1. Notazioni.

Sia dato un sistema di riferimento z, ¥y, z, t di coordinate rettilinee nello spazio
e nel tempo. L’unita di tempo sia scelta in rapporto tale con I'unita di lunghezza
che la velocita della luce sia 1 nello spazio vuoto.

Sebbene di per se avrei preferito non alterare le notazioni utilizzate da Lorentz,
mi pare tuttavia importante far risaltare fin dall’inizio certe uniformita mediante
un’altra scelta dei simboli. Indichero il vettore

della forza elettrica con €, dell’induzione magnetica con 9, dell’induzione
elettrica con e, della forza magnetica con m, di modo che appariranno &, 90, e,
m al posto degli €, B, ©,  di Lorentz.

Faro uso inoltre di quantita complesse in un modo che finora non era consueto
nelle ricerche fisiche, cioé operero invece che con t con 1’espressione it, dove i indica
I'unitd immaginaria v/—1. Saranno d’altra parte messi in evidenza i fatti veramente
importanti, poiché utilizzero una notazione con indici, ossia spesso porro

T1, To, T3, T4 al postodiz, y, z, it

e fardo quindi un uso generale degli indici 1, 2, 3, 4. Ma si avra poi a che fare,
come espressamente sottolineo, sempre soltanto con un piu chiaro insieme di
relazioni puramente reali, ed il passaggio a equazioni reali si otterra sempre
immediatamente, pur di interpretare i simboli con un indice 4 sempre come di
valore immaginario, e quelli senza indice 4 o con due indici 4 sempre come di valore
reale.

Un singolo sistema di valori x, y, z, t ovvero xy, x2, X3, x4 si chiamera un
punto dello spazio-tempo.

Inoltre to indichera il vettore velocita della materia, ¢ la costante dielettrica,
u la permeabilita magnetica, o la conducibilita della materia, tutte intese come
funzioni di z, y, z, t (ovvero xy, xa, x3, x4); p indichera la densita spaziale
elettrica, s un vettore “corrente elettrica”, sulla definizione del quale verremo in
seguito (nei §7 e 8).

Parte prima: Trattazione del caso limite dell’etere.
§2. Le equazioni fondamentali per ’etere.

La teoria di Lorentz riconduce le leggi dell’elettrodinamica dei corpi ponderabili
mediante rappresentazioni atomistiche dell’elettricita a leggi pit semplici; a queste
leggi piu semplici ci riconduciamo qui parimenti richiedendo che esse debbano
rappresentare il caso limite e =1, p =1, 0 = 0 delle leggi per i corpi ponderabili.
In questo caso limite ideale e = 1, p =1, 0 = 0 dev’essere € = ¢, M = m, ed in
ogni punto z, ¥y, z, t dello spazio-tempo devono valere le equazioni:

(1) rot m — g; = pt,

(IT) dive = p,



(I11) rote + %‘? =0,

(IV) divm = 0.
Scrivero ora x1, w2, T3, x4 al posto di z, y, z, it (i = \/—1); inoltre
p1, P2, p3, pa al posto di pw,, pw,, pw., ip,

cioe delle componenti della corrente di convezione pto e della densita di elettricita
moltiplicata per ¢; inoltre porro

f237 f317 f127 f147 f247 f34 al pOStO di mg, My, My, _ie:tv _iey7 _ieza

cioe delle componenti di m e rispettivamente di —ie secondo gli assi, infine ancora
in generale con due indici h, k presi dalla sequenza 1, 2, 3, 4:

frn = —fnk,
quindi porro
fa2 = —f23, f13 = —f31, fo1 = —fi2,
far = —f1a, faz = —foa, faz = —f3a.

Allora le tre equazioni riassunte nella (I) e 'equazione (II) moltiplicata per i si
scrivono:

af12+af13 Ofia

6952 83:3 + 6954 — P
0
fu 0w b
(A) 01'1 8.%'3 8.%'4
afSl + 8f32 8f34 .
61‘1 81'2 6.’E4 = P
Ofsn | Ofsz  Ofas _
81’1 + 81‘2 + 8903 = P

D’altra parte le tre equazioni riassunte nella (IIT), moltiplicate per —i, e I’equa-
zione (IV), moltiplicata per —1 , si trasformano in

0 0 0
fs4+ f42_|_ fa3

6.’1)2 8.2133 8.112‘4 - 07
8f43 + af14 + af?,l _ 07
(B) 8$1 8563 3:64
Ofu  Ofn | f2 _
o0xy 0x9 O0x4 ’
0 0 0
f32 + f13 + f21 —0.

81‘1 8.%2 8563

Con questo modo di scrivere si nota immediatamente la completa simmetria sia

del primo che del secondo di questi sistemi d’equazioni rispetto alle permutazioni
degli indici 1, 2, 3, 4.



83. Il teorema della relativita di Lorentz.

Il modo di scrivere le equazioni (I) - (IV) con il simbolismo del calcolo
vettoriale serve notoriamente a porre in evidenza un’invarianza (o meglio
covarianza) del sistema di equazioni (A) come pure del sistema (B) rispetto
ad una rotazione del sistema di coordinate attorno all’origine. Eseguiamo
per esempio una rotazione attorno all’asse  di un angolo fisso ¢ mantenendo fissi
nello spazio i vettori e, m, tv; introduciamo quindi al posto di z1, z2, x3, x4 nuove
variabili zf, x4, x4, x) mediante

Ty = mT1c08p+ Tosing, TH = —x18inp + TSP, Ty = T3, Ty = T4,

inoltre nuove quantita p}, ph, ph, p) mediante

Py = p1cos+ pasing, ply = —pising+prcose, p'y = ps, pla = pa,

nuove quantita fi,,... f4, mediante
fo3 = fozcosp + faising, f3 = —fazsing + faicosp, fls = fio,

f{4 = fracosp + fagsin, f§4 = —frasinp + fag cosp, f§4 = f34,
fl/fh = _f}/Lk: (h’ﬂk = 1727374)5

allora dal sistema (A) derivera necessariamente il sistema esattamente corrispon-
dente (A’) tra le nuove quantita primate, da (B) il sistema esattamente corrispon-
dente (B’).

Pertanto si puo dedurre immediatamente senza alcun calcolo sulla base
della simmetria del sistema (A) e del sistema (B) negli indici 1, 2, 3, 4 il
teorema della relativita trovato da Lorentz.

Intendero con 4 una quantita puramente immaginaria e considerero la sosti-
tuzione

' =2y, 2’ =1,

(1)

2’3 = w3 cosit) + xysinit), 'y = —w3siniy + x4 cosir).
Mediante
Y —e¥ 1 1+
L eV —e q
2 —itaniy) = —— = = —lognat
(2) wtaniy = oy = ¢, ¥ = g lognaty—
sara,

1 1iq
V1—¢% V1—¢®

dove —1 < ¢ <1 e +/1— g2 va preso col segno positivo. Scriviamo ancora

cos iy = siniy =

/ / / e
(3) =2, x5 =y, x5 =2, xy =it



allora la sostituzione (1) assume la forma

/ / / Z_qt /__qz+t

4 :7:7:77t T
@ S Y g i@

con coefficienti puramente reali.

Se ora sostituiamo nelle succitate equazioni per la rotazione attorno all’asse z
ovunque 1, 2, 3, 4 con 3, 4, 1, 2 e contemporaneamente  mediante 2, e se contem-
poraneamente a questa sostituzione (1) introduciamo nuove quantita p, p5, p5, p)
mediante

p'L=p1, Py = p2,
pls = pycosit + pysinivy, ply = —pysinity + py cos it),

nuove quantita fi,,... f4, mediante
fi = farcositp 4 fizsinih, fiz = —farsiniyy + fizcosiv, fyy = fau,

f3o = faacosit) + faasinivy, fio = —faasiniy) + fazcosivy, fio = fio,
fllﬁh = _f}/Lk: (h”k = 1727374)5

parimenti il sistema (A) andra nel sistema esattamente corrispondente (A’), il si-
stema (B) nel sistema esattamente corrispondente (B’) tra le nuove quantita pri-
mate.

Tutte queste equazioni si possono immediatamente riscrivere in forma puramente
reale, e 'ultimo risultato si puo formulare cosi:

Si assuma la trasformazione reale (4) e si considerino poi z’, ', 2/, t' come un
sistema di riferimento per lo spazio ed il tempo; siano parimenti introdotti

—qto, + 1 w, —¢q
(5) p=p () , Pl =p () , Pl = prog, p'rol, = proy,

Vv Ve

inoltre
€x — qMy, , —qey +my
(6) o), =Y m, = Y ¢ =e,,
e
m, + qe m, + ¢
(7) m!, = 2o T e, = MW T s

Vi—¢ T

, m’ con le componenti o, 1}, wl; e, ¢, e
m,, m;,, m_, nel nuovo sistema di coordinate z’, y’, 2’ e inoltre per la quantita
p' valgono esattamente le equazioni (I’)-(IV’) analoghe alle (I)-(IV), e piu precisa-
mente il sistema (I), (II) va in (I’), (II’), il sistema (III), (IV) in (III’), (IV’).
Osserviamo che qui e, —gm,,, ¢,+gm,, e, sono le componenti del vettore e+ [om],
quando v indica un vettore nella direzione dell’asse z positivo di modulo |o| =g e

1— g2

allora’ per i vettori w’, ¢

"Le equazioni (5) sono qui in ordine diverso, le equazioni (6) e (7) sono invece nello stesso
ordine delle equazioni su citate, che da queste derivano.



[om] il prodotto vettore dei vettori v ed m. Analogamente poi m,+ge,, m,—ge,, m,
sono le componenti del vettore m — [ve].

Le equazioni (6) e (7), cosl come stanno appaiate I'una sotto altra, si possono
riassumere con un altro utilizzo delle quantita immaginarie in

e, +iml, = (e, 4 imy) cosiyh + (ey + imy) sinit,
ey +imy, = — (e; +1m,) sinith + (e, + imy) cosir),
e/z/ ‘I‘ Zm;/ =€, + imz,

e osserviamo ancora che quando ¢ indica un qualche angolo reale, da queste ultime
relazioni si ottengono inoltre le combinazioni

(¢f +im,) cosp + (e, +imy, ) sing

® — (e imy) cos (p + i) + (¢ + im, ) sin (o + ),

— (¢}, +im, ) sin g + (e, +im,, ) cos @

= — (eg +imy) sin (¢ + i) + (ey + imy) cos (¢ + 1)) .

84. Trasformazioni di Lorentz speciali.

Il ruolo che la direzione z gioca nella trasformazione 4 puo essere facilmente
esteso ad una direzione qualsiasi, purché si sottopongano i sistemi di assi z, y, z e
2’ y', 2/ ad una ed uguale rotazione rispetto a se stessi. Giungiamo cosi ad una
legge piu generale.

Sia v con le componenti v, v,, b, un dato vettore, con un modulo |[v] = ¢
diverso da zero che sia minore di 1; esso abbia una certa direzione. Intendiamo
in generale con b una direzione qualsiasi ortogonale a v e indichiamo inoltre la
componente di un vettore t lungo la direzione v ovvero lungo la direzione b con v,
ovvero rispettivamente con tg.

Al posto di x, y, z, tsiintroducano ora nuove quantita z’, 3, 2/, ¢’ nel modo
seguente. Si indichi per brevita con t il vettore con le componenti z, y, z nel primo
sistema di riferimento, con v quello con le componenti z’, 3/, 2’ nel secondo sistema,
di riferimento; allora per la direzione di v dovra essere

Tty — gt
Vi@’

per ogni direzione v perpendicolare a v:

(10) t, =

(11) t/ﬁ =Ty,
e inoltre:
(12) e

V=g



Le notazioni t, e ti vanno qui intese nel senso che alla direzione b e a ogni
direzione b ortogonale a v in x, y, z € sempre associata la direzione con gli stessi
coseni direttori in o/, v/, 2'.

Chiamero trasformazione di Lorentz speciale una trasformazione che sia rap-
presentata dalle (10), (11), (12) con la condizione 0 < ¢ < 1, e v si dira il vettore,
la direzione di v l’asse, il modulo di v il momento di questa trasformazione di
Lorentz speciale.

Siano inoltre cosi definiti, in 2/, v/, 2/, p’ ed i vettori to’, ¢/, m’:

1 — g2 ’
m —
(14) oy, = 2L/l = pros,

inoltre® &

(¢ +im')z = (e +im —i[to, e+ im|)s
(15) : il < tinl,

(¢ +im’), = (e +im —i[w, e+im]), ,

e quindi risulta la legge, secondo la quale i sistemi di equazioni (I), (II) e
(ITI), (IV) vanno ciascuno nel sistema esattamente corrispondente con le
quantita primate.

La soluzione delle equazioni (10), (11), (12) porta a

v/ t o+t
(16) tn:40+q Wy = —qu+

!
) 0 t T
V1—¢q2 o V1—¢q2

Esponiamo ora un’osservazione assai importante nel seguito sulla relazione tra
1 vettori v e . Si puo far uso della notazione con gli indici 1, 2, 3, 4 gia utiliz-
zata piu volte, con la quale poniamo ), x4, x5, z) al posto di =/, ¢/, 2/, it' e
Py Pas P, Py al posto di p'rol,, p'woy,, p'wol,, ip’. Come una rotazione attorno
all’asse z, anche la trasformazione (4) e piu in generale la trasformazione (10), (11),

(12) & evidentemente una trasformazione lineare di determinante +1, per la quale

(17) x] + 23 + 23 + x5, cioe 2% +y? + 2% — ¢

va in
12 12 12 12 2 12 2 2
ry+ay+tas+ay, cloexrt+y T+ -1

In base alle espressioni (13), (14) anche
—(pF+ 05+ 3+ p) = p° (1 -} — 1o —102) = p* (1 - w?)

8Le parentesi tonde racchiuderanno solo espressioni che si riferiscono all’indice, e [t0, € + im]
indichera il prodotto vettore di 10 ed ¢ + im.



andra in p'? (1 — '), ovvero in altre parole

(18) pV'1—ro2,

nel quale la radice quadrata va assunta positiva, sara un invariante per trasfor-
magzioni di Lorentz.
Se dividiamo p1, p2, ps3, pa per questa quantita, risultano i 4 valori

1o, 1o, 10, i
= — Wy = —— Wy = ———— Wy = —7]/——
View? 0 Vi—w?2 0 Vi—w? o VI-w?

tra i quali sussiste la relazione

w1

(19) w? 4 w3 4 w3 +wi = —1.

Evidentemente questi 4 valori sono determinati univocamente dal vettore to, e vice-
versa da 4 valori wi, ws, ws, wy dei quali wy, we, ws siano reali, —iw, reale
e positivo, e che soddisfino la condizione (19), si ricava a ritroso secondo queste
equazioni un vettore tvo di modulo < 1.

L’ importanza di wy, ws, w3, wy sta nel fatto che essi sono i rapporti tra dzq,
dxg, dxs, dry €

(20) \/— (dz? + dx3 + d3 + dz?) = dty/1 — w2

per la materia che si trova nel punto dello spazio-tempo x1, z2, 3, 4, quando lo
stesso punto della materia passa ad uno stato prossimo nel tempo. Ora le equazioni
(10), (11), (12), si estendono immediatamente ai differenziali dx, dy, dz, dt e dz’,
dy', d2’, dt’, e si avra in particolare

— (da? + daj + daj + daf) = — (daz’f + dx’g + dx/g + daz'i) .

In seguito ad esecuzione della trasformazione di Lorentz si deve prendere come
velocita della materia nel nuovo sistema di riferimento nello stesso punto dello
spazio-tempo z’, ¥, 2/, t' il vettore w’ con i rapporti dx’/dt’, dy'/dt’, dz'/dt' come
componenti.

Inoltre & chiaro che il sistema di valori

Tr1 = Wi, T2 = W2, T3z = W3, T4 = W4,

in forza della trasformazione di Lorentz (10), (11), (12) va proprio in quel nuovo
sistema di valori
' =wl, 'y =wh, 25 =wh, 2’y = w),
che dopo la trasformazione ha per la velocita w’ proprio il significato che prima
della trasformazione aveva per la velocita il primo sistema di valori.

Se in particolare il vettore v della trasformazione speciale di Lorentz & uguale

al vettore velocita w della materia nel punto dello spazio-tempo x1, x2, T3, T4,
discende dalle (10), (11), (12):
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w; =0, why =0, wy =0, w =iy4.

In questa situazione il punto in questione dello spazio-tempo acquista a seguito della
trasformazione la velocita to’ = 0; esso sara, per cosi dire, trasformato alla quie-
te. Possiamo percio opportunamente chiamare l'invariante pv/'1 — w2 la densita a
riposo dell’elettricita.

§5. Vettori dello spazio-tempo di I e di II specie.

Unendo il risultato fondamentale relativo alle trasformazioni di Lorentz con il
fatto che sia il sistema (A) che il sistema (B) sono in ogni caso covarianti rispetto
ad una rotazione del sistema di riferimento spaziale attorno all’origine otteniamo il
teorema generale della relativita. Per formularlo in modo facilmente compren-
sibile puo essere conveniente definire una serie di espressioni abbreviate, mentre
d’altra parte continuero ad utilizzare quantita complesse, per porre in evidenza
determinate simmetrie.

Una trasformazione lineare omogenea

/ / / !
T1 = 1127 + Q1279 + 13T3 + 142y,

! / / /
To = Qo1X7 + QooTy + (a3T3 + QiagXy,

(21) / / / /
T3 = (311 + Q32T + Oé33$3 + Q34T 4,

! / ! /
Ty = Q4127 + Q2o + (43T 3 + Qg y,

di determinante +1, nella quale tutti i coefficienti nei quali non compaia nessun
indice 4 siano reali, mentre ar14, roq4, (34 COMe pure ayy, Qigo, (43 Siano immaginari
puri (eventualmente zero), e infine ayy sia di nuovo reale e in particolare > 0, e
mediante la quale

2 2 2 2 . 2 ’2 2 /2
] +z5+x3+2; vadain 2] + a5+ 25 + 27y,
la chiamero in generale una trasformazione di Lorentz.
Se si pone
/ / / / / / / -/
rT1=2,T2=Y, T3=2%2, .CC4:Zt,
da essa risulta immediatamente una trasformazione lineare omogenea di z, y, z, t
in 2/, 3/, 2/, t' con coefficienti puramente reali, per la quale 1’espressione
2?2 2 vain — 22— 2 — 2 442
e a un qualsiasi siffatto sistema di valori x, y, z, t con t positivo, per il quale
quest’espressione sia > 0, corrisponde sempre anche un ¢’ positivo; questo risulta
facilmente evidente dalla continuita dell’espressione in z, y, z, t.
L’ultima riga verticale del sistema di coefficienti della (21) deve soddisfare la
condizione

(22) afy+ a3+ a3, +oi, =1

Siano a4 = 0, agy = 0, ag4 = 0, allora ayy = 1 e la trasformazione di Lorentz si
riduce ad una pura rotazione del sistema di coordinate spaziale attorno all’origine.
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Siano a4, aiag, 34 non simultaneamente nulli e si ponga
Q4 @ Qa4 @ Qi34 1 Qaq =0y 1 By 1 D, 0 1,
allora dalla (22) risulta il valore

)1/2<1.

q= (vl 40, +v2

D’altra parte, per ogni sistema di valori ay4, o4, as4, g4 che soddisfi in
questo modo la condizione (22) con b,, v,, v, reali, si pud costruire la trasfor-
mazione di Lorentz speciale (16) con a4, o4, (34, cigg come ultima riga verticale
e ogni trasformazione di Lorentz con la suddetta ultima riga verticale dei coefficienti
puo quindi essere composta da questa trasformazione di Lorentz speciale e da una
corrispondente rotazione del sistema di coordinate spaziale attorno all’origine.

La totalita delle trasformazioni di Lorentz costituisce un gruppo.

Per vettore dello spazio-tempo di I specie si intendera un arbitrario sistema
di quattro quantita p1, pa, ps, ps con la prescrizione che per ogni trasformazione
di Lorentz (21) esso venga sostituito da quel sistema p/, ph, ps, pj che si ottiene
dalla (21) per i valori =}, =5, =%, =), quando per x1, T3, T3, T4 si assumano i
valori p1, p2, p3, pa.

Impieghiamo oltre al vettore dello spazio-tempo di I specie variabile =1, z2, x3,
x4 un secondo siffatto vettore dello spazio-tempo di I specie variabile uy, us, us,
Uy, € costruiamo ’espressione bilineare

foz (xous — x3ug) + fa1 (wur — x1uz) + fiz (x1ue — x2up)

(23)
+ f14 (T1ug — z4ur) + fou (Tous — Tau) + f34 (T3us — T4U3)

con sei coefficienti fo3,... f34. Notiamo che da un lato essa si puo scrivere con
notazione vettoriale a partire dai 4 vettori

T1, T2, T3; wi, U2, us; fo3, f31, fizs fia, foa, faa

e dalle costanti x4 e uy , e dall’altro & simmetrica negli indici 1, 2, 3, 4. Se si sostitui-
scono simultaneamente x1, xs, T3, T4 € U1, Uz, usz, ug secondo la trasformazione
di Lorentz (21), la (23) si trasforma in un’espressione

faz (wouy — waup) + fo1 (2uh — wyug) + fa (2huy — wu7)

(24)

+ s (@uy — @huy) + foq (@5u) — Tlud) + fo (w5uy — vjus)
con 6 determinati coefficienti f}4, ... f4, che dipendono soltanto dalle 6 quantita
f23, e f34 e dai 16 coefficienti a11, (12 ...0044.

Definiamo un vettore dello spazio-tempo di Il specie come un sistema di sei
quantita foz, f31, fi2, fi4, foa, f34, con la prescrizione che per ogni trasformazione
di Lorentz sia sostituito da quel nuovo sistema fis, f41, fia, fias fo4, fia, che si
conforma alla relazione discussa prima della forma (23) con la forma (24).

Esprimo d’ora in poi nel modo seguente il teorema generale della relativita
riguardante le equazioni (I)-(IV), le “equazioni fondamentali per I'etere”.

Si sottopongano z, y, z, it (coordinate spaziali e tempo xi) ad una trasfor-
mazione di Lorentz arbitraria, e simultaneamente si trasformino ptv,, pto,,
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pro, ip (corrente di convezione e densita di carica xi) come vettore dello
spazio-tempo di I specie, ed inoltre m,, m,, m,, —ie,, —ie,, —ie, (forza ma-
gnetica ed induzione elettrica x — i) come vettore dello spazio-tempo di II
specie; allora il sistema delle equazioni (I), (II) ed il sistema delle equazioni
(III), (IV) vanno ciascuno nel sistema delle relazioni che si scrivono in modo
corrispondente tra le corrispondenti quantita nuove introdotte.

Questi fatti si possono esprimere piu brevemente anche a parole: il sistema
(I), (IT) come il sistema (III), (IV) & covariante per ogni trasformazione di Lorentz,
purché si trasformi pro, ip come vettore dello spazio-tempo di I specie, m, —ie come
vettore dello spazio-tempo di II specie. O in modo ancora piu pregnante:

pro, ip € un vettore dello spazio-tempo di I specie, m, —ie € un vettore
dello spazio-tempo di II specie. -

Aggiungo ancora alcune osservazioni, per chiarire il concetto di vettore dello
spazio-tempo di II specie. Gli invarianti per un tale vettore m, —ie sono evidente-
mente

(25) m® — e = fo 4+ f5 + [+ [T+ [+ fou

(26) me =i (fa3f14 + f31.f24 + fi2f34) -

Un vettore dello spazio-tempo di II specie m, —ie (dove m ed ¢ sono vettori spaziali
reali) puo dirsi singolare quando lo scalare quadrato (m — ie)2 = 0, cioe si abbia
m? —¢2 = 0 e parimenti me = 0, cioe i vettori m ed e abbiano ugual modulo e inoltre
siano tra loro ortogonali. Quando cio avviene, queste due proprieta del vettore dello
spazio-tempo di II specie permangono per ogni trasformazione di Lorentz.

Se il vettore dello spazio-tempo di II specie m, —ie non & singolare, ruotiamo
il sistema di coordinate spaziale in modo che il prodotto vettore [me] vada sull’asse
z, di modo che sia m, = 0,¢, = 0. Allora (m, — ie;)” + (m, — iey)2 # 0, quindi
(ey +1imy) / (e; + imy) & diverso da +i e possiamo determinare un argomento com-
plesso ¢ 4+ i1 in modo tale che sia

(ey +imy)

tan (¢ + i) = (e Fimy)’

Quindi, tenendo conto dell’equazione (9), mediante la trasformazione (1) corrispon-
dente a 1, e una successiva rotazione attorno all’asse z di un angolo ¢, si compira
una trasformazione di Lorentz, per la quale si avra anche m, = 0, ¢, = 0, quindi
ora sia m che e cadranno entrambi lungo la nuova linea x; percio e fissato a priori
mediante gli invarianti m? — ¢? e (me) quale sia la grandezza di questi vettori e se
essi abbiano direzione uguale od opposta, ovvero se uno sia nullo.

86. Concetto di tempo.

Mediante le trasformazioni di Lorentz sono consentite certe modificazioni del
parametro temporale. In conseguenza di cid0 non & pili consentito parlare della
simultaneita di due eventi di per se. L’utilizzo di questo concetto presuppone
anzi che la liberta dei 6 parametri, che & disponibile per la determinazione di un
sistema di riferimento per lo spazio ed il tempo, sia ristretta a solo 3 parametri.
Solo perché siamo abituati a trattare questa restrizione come evidente con grande
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approssimazione, riteniamo il concetto di simultaneita di due eventi come esistente
di per s¢”. In realtd si ha a che fare con la situazione seguente.

Un sistema di riferimento z, y, z, t per i punti dello spazio-tempo (eventi) sia
in qualche modo noto. Si confronti un punto dello spazio A (xg, yo, 20) al tempo
to = 0 con un altro punto dello spazio P (z, y, z) ad un altro tempo t, e la differenza
dei tempi t — to (sia t > to) sia minore della lunghezza AP, cioé del tempo che la
luce impiega a propagarsi da A a P, e sia ¢ il quoziente t — to/AP < 1; allora
mediante la trasformazione di Lorentz speciale, che ha AP come asse e ¢ come
momento, possiamo introdurre un nuovo parametro temporale ¢’ che (vedi Eq. (12)
nel §4) attribuisce ad entrambi i punti dello spazio-tempo A, ¢y e P, t lo stesso
valore t' = 0; questi due eventi si possono quindi intendere anche come simultanei.

Introduciamo poi ad uno stesso tempo t; = 0 due punti distinti dello spazio
A, B oppure tre punti dello spazio A, B, C che non giacciano su una retta, e
confrontiamo con essi un punto dello spazio P fuori dalla retta AB ovvero dal
piano ABC' ad un altro tempo t, e la differenza dei tempi t — ¢y (sia t > tg) sia
minore del tempo che la luce impiega a propagarsi dalla retta AB o dal piano ABC
fino a P, e sia ¢ il quoziente tra il primo ed il secondo tempo; allora eseguendo
la trasformazione di Lorentz speciale, che ha come asse la perpendicolare condotta
per P ad AB, ovvero rispettivamente ad ABC, ed ha ¢ come momento, tutti e 3
(rispettivamente 4) gli eventi A, to; B, to; (C, to) e P, t appaiono come simultanei.

Se tuttavia quattro punti dello spazio che non giacciano su un piano vengono
considerati ad uno stesso tempo tg, non e piu possibile introdurre mediante una
trasformazione di Lorentz una modificazione del parametro temporale senza che il
carattere di simultaneita di questi quattro punti dello spazio-tempo vada perduto.

Al matematico, che ¢ abituato a considerazioni su varietd multidimensionali e
inoltre alle costruzioni concettuali della cosidetta geometria non euclidea, non puo
provocare alcuna difficolta seria ’adattare il concetto di tempo all’impiego delle
trasformazioni di Lorentz. Al bisogno di accostarsi all’essenza di queste trasfor-
mazioni dal punto di vista fisico viene incontro l'articolo di A. Einstein citato
nell’Introduzione.

Parte seconda: I processi elettromagnetici.
§7. Le equazioni fondamentali per i corpi in quiete.

Dopo questa esposizione introduttiva, nella quale abbiamo sviluppato ’apparato
matematico alquanto piu ristretto per il caso limite ideale e =1, p =1, 0 =0, ci
rivolgiamo ora alle leggi per i processi elettromagnetici nella materia. Cerchiamo
quelle relazioni che - presupponendo opportuni dati al contorno - rendano possibile
trovare, ad ogni punto e per ogni tempo, quindi come funzioni di x, y, z, t: i vettori
della forza elettrica &, dell’induzione magnetica 9, dell’induzione elettrica e, della
forza magnetica m, la densita spaziale elettrica p, il vettore “corrente elettrica s”
(la relazione della quale con la corrente di conduzione dovra poi riconoscersi dal
modo di apparire della conducibilita), e infine il vettore to, la velocita della materia.

Le relazioni in questione si dividono in due classi:

9 All’incirca come quando, confinandoci ad un piccolo intorno di un punto su di una super-
ficie sferica, potremmo per questo incorrere nell’errore di considerare la sfera come una figura
b
geometrica per la quale un diametro ¢ di per sé privilegiato.
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in primo luogo quelle equazioni che, quando il vettore tv in funzione di z, y, z, t
e dato, e quindi e conosciuto il moto della materia, portano alla conoscenza di tutte
le altre sunnominate grandezze come funzioni di z, y, z, t, - chiamero in particolare
questa prima classe le equazioni fondamentali, -

in secondo luogo le espressioni per le forze ponderomotrici, che mediante I'intro-
duzione delle leggi della meccanica portano ulteriori informazioni sul vettore 1 in
funzione di z, vy, z, t.

Per il caso di corpi a riposo, cioé quando w (z, y, z, t) =0, le teorie di Maxwell
(Heaviside, Hertz) e di Lorentz portano alle stesse equazioni fondamentali. Esse
sono

1) le equazioni differenziali, che ancora non contengono alcuna costante che si
riferisca alla materia:

Oe
I _
(I) rot m ikl
(I1) dive = p,
om
111 = =
(I1I) rot & + T 0,
(IV) divOn = 0.

2) ulteriori relazioni, che caratterizzano I'influenza della materia presente; nel caso
piu importante, al quale qui ci limitiamo, di corpi isotropi, esse si porranno nella
forma

(V) e=¢eC¢ M=pum, s =0€¢,

dove ¢, la costante dielettrica, u, la permeabilita magnetica, o, la conducibilita
della materia, sono da pensarsi come funzioni note di z, y, z e t. s va inteso qui
come corrente di conduzione.

Con un cambiamento di notazione faccio ora riapparire in queste equazioni una
simmetria ancora nascosta. Pongo come nell’esposizione precedente:

1 =T, T2 =Y, T3 =%, $4:it,

e scrivo
51, S2, 53, S4 al posto di s, 5., s, ip,

inoltre

f237 f317 f127 f147 f247 f34 al pOStO di my, My, My, _ielvv _iey7 _ieza
€ ancora

Fo3, F31, Fia, Fi4, Foy, F34 al posto di M, M, M., —i€,, —i€,, —i€;
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infine per tutte le altre coppie di indici h, k non uguali presi dalla sequenza 1, 2, 3, 4
varra sempre

fen = —fuks Fen = —Fhi.

(Le lettere f, F ricordano la parola “Feld”, la s “Strom”.)
Le equazioni (I), (II) si riscrivono allora come

0 0 0
f12+ fla+ Jia

8332 axg 8954 b
0 0 0
fo1 n fa3 " fou _ s,
(A) 8:r1 81’3 8904
0f31 " 0 f32 n 0f34 _
8131 8332 8134 B
Ofnn | Ofsa | Ofus B
(9.112'1 + 8.7}2 + 81’3 S
e le equazioni (III), (IV) si riscrivono come
O0F34  OFy;y  0Fs3
=0
8(62 + 8%3 + 8.734 ’
F. F F:
OFy3 +314+<931:0’
(B) o0xy 0xs 0x4
0F5y n 0F n 0F12 _0
al‘l 8%2 8$4 7
F: F F:
832+813+621 _o.

61’1 8.%’2 8.273

68. Le equazioni fondamentali per i corpi in moto.

Ora arriveremo a fissare in modo univoco le equazioni fondamentali per corpi in
moto arbitrario esclusivamente mediante i seguenti tre assiomi:

Il primo assioma sara:

Quando un singolo punto della materia in un certo istante & a riposo, e quindi
il vettore w ¢ nullo per un sistema z, y, z, t, - il circondario puo essere pensato
in un qualche moto - per il punto dello spazio-tempo x, y, z, t tra p, i vettori
s, e, m, & M e le loro derivate rispetto ad =, y, z, t hanno luogo esattamente
le relazioni (A), (B), (V) che hanno da valere nel caso che tutta la materia sia a
riposo.

Il secondo assioma sara:

Ogni velocita della materia ¢ < 1, minore della velocita di propagazione
della luce nello spazio vuoto.

Il terzo assioma sara:

Le equazioni fondamentali sono di tipo tale che, quando z, y, z, t subi-
scono una qualche trasformazione di Lorentz e percio m, —ie da un lato, 9,
—i€ dall’altro si trasformano come vettori dello spazio-tempo di II specie,
mentre s, ip si trasformano come vettori di I specie, le equazioni vanno per
questo nelle equazioni scritte nel modo esattamente corrispondente tra le
quantita trasformate.
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Questo terzo assioma lo esprimo in breve con le parole: m, —ie e M, —i& sono
ciascuno un vettore dello spazio-tempo di II specie, s, ip un vettore dello
spazio-tempo di I specie,

e chiamo questo assioma il principio della relativita.

Questi tre assiomi ci portano di fatto in maniera univoca dalle summenzionate
equazioni fondamentali per corpi a riposo alle equazioni fondamentali per corpi in
moto.

Infatti per il secondo assioma in ogni punto dello spazio-tempo il modulo del
vettore velocita ¢ |w| < 1. In conseguenza di cid possiamo sempre associare a
ritroso al vettore tv univocamente la quaterna di quantita

to to to

x Yy z {
:7’ w :77 w :7’ w :77
Vi 0 Vi-—w? 0 Vi—w?2 o VI-w?

tra le quali sussiste la relazione:

wq

(27) w3 + w3 + w3 +w; = —1.

Dalle considerazioni in conclusione del §4 & evidente che questa quaterna si com-
porta per trasformazioni di Lorentz come un vettore dello spazio-tempo di I specie,
e la chiameremo la velocita vettore dello spazio-tempo.

Consideriamo ora un determinato punto x, y, z della materia ad un determinato
tempo t. Se in questo punto dello spazio-tempo ¢ tv = 0, in esso per il primo assioma
abbiamo immediatamente le equazioni (A), (B), (V) del §7. Se in esso & w # 0,
poiché || < 1, esiste per (16) una trasformazione di Lorentz speciale, il cui vettore
v € uguale a questo vettore w (x, y, z, t), e in generale con questa determinata
trasformazione passiamo ad un nuovo sistema di riferimento x’, y’, 2/, t'. Per il
punto dello spazio tempo considerato sussistono pertanto, come abbiamo detto nel
84, i nuovi valori

(28) w) =0, wy =0, wy =0, wy =1,

e quindi il nuovo vettore velocita ¢ w’ = 0, il punto dello spazio-tempo sara, per
cosi dire, trasformato a riposo. Ora con il terzo assioma ricaveremo a partire
dalle equazioni fondamentali per il punto dello spazio-tempo x, y, z, t le equazioni
fondamentali per il sistema corrispondente z’, 1/, 2/, t/, scritte mediante le quantita
trasformate t’, p’, s', ¢/, m/, &, M’ e le loro derivate rispetto a 2/, v/, 2/, t'. Ma
queste ultime equazioni devono, per il primo assioma, poiché adesso w’ = 0, essere
proprio:

1) quelle equazioni differenziali (A’), (B’) che si ottengono semplicemente da (A)
e (B), apponendo ad ogni lettera che compare in esse un apice posto in alto.

2) le equazioni

(V") ¢ =, M =/, s’ =o0@,

dove €, 1, o sono la costante dielettrica, la permeabilita magnetica e la conducibilita
per il sistema z’, v', 2/, t/, quindi anche nel punto considerato dello spazio-tempo
x, y, z, t della materia.
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Ora ritorniamo mediante la trasformazione di Lorentz inversa alle variabili ori-
ginarie x, y, z, t, e alle quantita 1o, p, 5, ¢, m, & 9, e le equazioni che otteniamo
allora da quelle su citate, saranno le equazioni fondamentali generali per corpi in
moto da noi cercate.

Ora si puo vedere dalle considerazioni del §4 e del §5 che sia il sistema di equazioni
(A) per conto suo che il sistema di equazioni (B) per conto suo sono covarianti per
trasformazioni di Lorentz; cioe le equazioni che raggiungiamo a ritroso da (A’), (B’)
devono coincidere esattamente con le equazioni (A), (B) cosl come le assumiamo
per corpi a riposo. Abbiamo quindi come primo risultato:

Delle equazioni fondamentali dell’elettrodinamica per corpi in moto le
equazioni differenziali che sono espresse in termini di p e dei vettori s, e, m,
¢, M si scrivono esattamente come per i corpi in quiete. La velocita della
materia in queste equazioni ancora non compare. Quindi con espressione vettoriale
queste equazioni sono di nuovo

(I) rotm — a—e =3,

(I1) dive = p,
om

(III) rot € + ﬁ = O,

(IV) divInt = 0.

La velocita della materia sara relegata esclusivamente nelle condizioni ag-
giuntive che caratterizzano I'influenza della materia in base alle sue costanti
particolari ¢, p, o. Ritrasformiamo ora queste condizioni aggiuntive (V’) alle
coordinate originarie z, y, z ed al tempo originario t.

Secondo le formule (15) del §4 nella direzione del vettore ro la componente di ¢’
¢ la stessa di quella di e+ [rom], quella di m’ la stessa di quella di m — [roe], per ogni
direzione to perpendicolare alla precedente invece la componente di ¢’ e rispettiva-
mente di m’ & uguale alla componente corrispondente di e+ [tom], rispettivamente di
m — [we], ciascuna moltiplicata ora per 1/v/1 — w?. D’altra parte € ed M’ saranno
qui con € + [M] e con M — [wE] in relazione del tutto analoga a quella di ¢’ e di
m’ con e + [tom] e con m — [we]. Cosl la relazione ¢’ = €', quando nei vettori si
trattano prima le componenti lungo la direzione to, poi quelle lungo due direzioni
fo perpendicolari a tv e tra loro, e si moltiplicano per v/1 — w2 le equazioni che
risultano nel secondo caso, porta a

(C) e+ [om] = & (€ + [wM]) .
La relazione 9 = pym’ andra a finire analogamente in
(D) M — [€] = p (m — [roe]).

Inoltre segue dalle equazioni di trasformazione (12), (10), (11) del §4, nelle quali g,
ty, Ty, L, Ty, t5, t' vanno sostituiti da W], sw,5%, 0,5y, S5y 0
— 0|5y + Sp — |10
/_ ZImlsw +p s _ 5w — |wlp sl = s,

VIiew? 7" 1Tow2
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di modo che da s’ = 0@’ ora risulta

— |wlp
- ﬁ =0 (¢ + [M]),,
oo o (et oM

V1 — 12

Per il modo con il quale la conducibilita o appare qui, sara conveniente indicare
come corrente di conduzione il vettore s — pto con le componenti s, — p|to| nella
direzione 1 e s nelle direzioni v perpendicolari a tv, il quale si annulla per o = 0.

Osserviamo che per ¢ = 1, u = 1 le equazioni ¢/ = & m'’ = 9, tramite
la trasformazione di Lorentz inversa, che qui sara quella speciale con —to come
vettore, per la (15) portano immediatamente ad ¢ = &, m = 9, e che per o0 = 0
lequazione s’ = 0 porta a § = pw, sicché le “equazioni fondamentali per 1’etere”
trattate nel §2 si danno come caso limite delle equazioni qui ottenute per ¢ = 1,
p=10=0.

§9. Le equazioni fondamentali nella teoria di Lorentz.

Vediamo ora fino a che punto le equazioni fondamentali che Lorentz assume
soddisfano il postulato di relativita, come si dovra chiamare il principio di relativita
formulato nel §8. Nell’articolo “Teoria degli elettroni” (Encykl. der math. Wiss.,
vol. V 2, art. 14) Lorentz da per corpi qualsiansi, anche magnetizzati (vedi ivi
p. 209 tenendo conto dell’equazione XXX’ dello stesso e della formula (14) a p.78
dello stesso fascicolo):

(1117 ) rot ($ — [0 ¢]) :j+%—?+mdiv©—mt D],
(I”) div® = p,

(IV?) rot € = —%ZB,

(V) div®B = 0.

Poi Lorentz pone per corpi in moto non magnetizzati (p.223, n. 3) pu=1,B =9
e assume inoltre l'intervento della costante dielettrica € e della conducibilita o
secondo le

D-¢

(e — 1) (€ + [0B]), (Eq. XXXIV"", p. 227)
o (€ + [wB]), (Eq. XXXIII”, p. 223) .

I simboli di Lorentz €&, B, ©, § sono qui sostituiti con &, M, ¢, m, mentre J per
Lorentz si designera come corrente di conduzione.

Le ultime tre delle equazioni differenziali citate coincidono direttamente con le
equazioni (II), (IIT), (IV) di qui, ma la prima equazione, se identifichiamo J con la
corrente s — top che si annulla per ¢ = 0 , diventa
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(29) rot (9 — [w€]) =5+ %—? — rot [D],

e risulta differire dalla (I) di qui. Percio le equazioni differenziali generali di Lorentz

per corpi arbitrariamente magnetizzati non si conformano al principio di relativita.
D’altra parte la forma della condizione di assenza di magnetizzazione che cor-

risponde al principio di relativita andrebbe presa dalla (D) del §8 con 4 =1 non,

come secondo Lorentz, come B = §) , ma come

(30) B - [we] =9 — [wD] (qui M — [weE] =m — [re] ).

Ma ora l'ultima equazione differenziale scritta (29) va a finire per § = B (a
prescindere dalla diversita dei simboli) nella stessa equazione nella quale la (I)
di qui si trasformerebbe ponendo m — [we] = M — [wE]. Cosl accade, mediante
una compensazione di due infrazioni del principio di relativita, che per corpi non
magnetizzati in moto le equazioni differenziali di Lorentz si adeguino alla fine al
principio di relativita.

Se inoltre per corpi non magnetizzati si facesse qui uso della (30) e si ponesse
di conseguenza ) = B + [ro, © — €], allora in seguito alla (C) del §8 si dovrebbe
assumere

(e—1)(¢+[wB]) =D — ¢+ [, D— ¢,

cioe per la direzione di to:
(e — 1) (€ + [B)),, = (D — €),,.,
e per ogni direzione to perpendicolare a to:

(e —1) (€ + [WB])z = (1 —w?) (D — )5,

ossia in accordo con la suddetta assunzione di Lorentz solo a meno di errori dell’or-
dine di tv? rispetto a 1.

Solo con lo stesso grado di approssimazione anche il suddetto postulato di Lorentz
per J soddisfa alle relazioni imposte dal principio di relativita (vedi (E) nel §8), che
le componenti Jy, e rispettivamente Ji siano uguali alle corrispondenti componenti
di o (€ + [to®B]), moltiplicate rispettivamente per v/1 — w? ovvero per 1/v/1 — 2.

§10. Le equazioni fondamentali secondo E. Cohn.

E. Cohn'? assume le seguenti equazioni fondamentali:
o¢ . -
rot (M + [w¢€]) = n +wdiveE+ 7,

—rot (E — [wIM]) = 8;)? + ro div 9,

(31)

10G&tt. Nachr. 1901, p. 74 (anche Ann. d. Phys. 7, (4), 1902, p. 29).



20

(32) J=0FE, €=cE — [woM], M=puM + [wE],

dove E, M sono assunti come intensita di campo elettrica e magnetica (forza), €, I
come polarizzazione elettrica e magnetica (induzione). Le equazioni ammettono ora
la presenza del magnetismo vero; lo tralasceremo, e si porra div 9t = 0.

Un’obiezione contro queste equazioni ¢ che con esse per ¢ = 1, u = 1 i vettori
forza e induzione non coincidono. Se tuttavia assumiamo nelle equazioni non E ed
M, ma E — [w9] e M + [ro€] come forza elettrica e magnetica, e tenendo conto di
cio, sostituiamo ad &, M, E, M, div € i simboli ¢, M, € + [rM], m — [roe], p, le
equazioni differenziali vanno immediatamente nelle nostre equazioni e parimenti le
condizioni (32) si tramutano in

in tal modo queste equazioni di Cohn sarebbero a meno di errori dell’ordine di to?
rispetto ad 1 proprio quelle prescritte dal principio di relativita.

Va osservato ancora che le equazioni assunte da Hertz (nella notazione di Cohn)
si scrivono come le (31) con le condizioni aggiuntive diverse

(33) ¢=cE, M=uM, J=0F,

e questo sistema di equazioni anche per qualsiasi cambiamento della relazione dei
simboli con le quantita osservabili non si conformerebbe al principio di relativita a
meno di errori dell’ordine di t? rispetto ad 1.

§11. Rappresentazione tipica delle equazioni fondamentali.

Nella determinazione delle equazioni fondamentali c¢i ha guidato 'idea di con-
seguire una covarianza rispetto al gruppo delle trasformazioni di Lorentz. Ora
abbiamo da trattare le azioni ponderomotrici e lo scambio d’energia nel campo elet-
tromagnetico, e non vi puo essere a priori alcun dubbio che la soluzione di questi
problemi sara in ogni caso connessa con le strutture pili semplici, associate alle
equazioni fondamentali, che ancora mostrino covarianza rispetto alle trasformazioni
di Lorentz. Per indicare queste strutture, prima di tutto portero le equazioni fonda-
mentali in una forma tipica, che pone in evidenza la loro covarianza rispetto al
gruppo di Lorentz. Per questo mi avvalgo di un metodo di calcolo che si propone
un operare abbreviato con i vettori dello spazio-tempo di I e di II specie, e le cui
regole e simboli, per quanto a noi sara utile, riassumo qui per prima cosa.

1% . Un sistema di quantita

aii e alq

apl o oe. apq
d. . . h . 1. . 1. . h. . 11 .o . d.
ordinato 1n p righe orizzontall, g verticali, si chiama matrice ~ p X ¢, e Sl indica con
un solo simbolo, qui A.

HSi potrebbe anche pensare di avvalersi al posto del calcolo matriciale di Cayley del calcolo
dei quaternioni di Hamilton, tuttavia quest’ultimo mi pare per i nostri scopi limitato e pesante.
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Se si moltiplicano tutte le quantita api per lo stesso fattore ¢, la matrice risul-
tante delle quantita capy si indichera con cA.

Se i ruoli delle righe orizzontali e verticali in A vengono scambiati, si ottiene una
matrice ¢ X p, che si chiama la trasposta di A e che si indichera con A:

ail e apl

A=
alq ... apq

Se si ha una seconda matrice con i numeri p e ¢ uguali a quelli di A,

A + B indichera la matrice sempre p X ¢ costituita dai binomi corrispondenti apy, +
bhi.
20 . Se si hanno due matrici

ailz - Qg bin -+ by
A=|: c |, B= b
Gpr o apg byt o+ by

dove il numero delle righe orizzontali della seconda e uguale al numero delle
righe verticali della prima, si intendera per AB, prodotto di A e B, la matrice

i1 - Cir
C=\|": cls

Cpl PPN CpT‘

gli elementi della quale sono costruiti per combinazione delle righe orizzontali di A
e delle righe verticali di B secondo la regola

Chk = n1big + an2bok + -+ + angbyr (Z _ 1: ;: . f) -
Per un tale prodotto vale la legge associativa (AB)S = A(BS); con S si intende
qui una terza matrice con un numero di righe orizzontali uguale al numero di righe
verticali di B (e quindi anche di AB).

Per la matrice trasposta rispetto a C' = AB vale C = BA.

3% . Si considereranno qui solo matrici con al piu 4 righe orizzontali e al piu 4
righe verticali.

Come matrice unita indicata in breve nelle equazioni matriciali con 1 si intendera
la matrice 4 X 4 con i seguenti elementi

€11, €12, €13, €14
(34) €21, €22, €23, €24
€31, €32, €33, €34
€41, €42, €43, €44

oo o
oo RO
o oo
o oo
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Per un multiplo c.1 della matrice unita (nel senso fissato in 1° per una matrice cA)
si porra nelle equazioni matriciali semplicemente c.

Per una matrice A 4 x 4, det A indichera il determinante dei 4 x 4 elementi della
matrice. Se det A # 0, si ottiene da A una determinata matrice reciproca, che si
indica con A~!, tale che sia A71A =1. -

Una matrice
0, fi2, fi3, fia
= for, 0, faz, fou
fa1, fz2, 0, faa]’
Jar, faz, faz, O

nella quale gli elementi soddisfino le relazioni frn = — fhk, si chiama una matrice
alternante. Queste relazioni dicono che la matrice trasposta ¢ f = —f. Inoltre si
indichera con f* e come la matrice duale di f la matrice anch’essa alternante

0 f347 f427 f23

* f4;)a 07 f14> f31
(35) ;= foa, far, 0, fio|
f32, fi3, fa1, O

Sara quindi

(36) I°f = fsafia + fi3foa + fo1[f34,

che indichera una matrice 4 x 4 nella quale tutti gli elementi al di fuori della dia-
gonale principale da sinistra in alto a destra in basso sono nulli e tutti gli elementi
su questa diagonale coincidono e sono uguali all’espressione riportata a secondo
membro in termini dei coefficienti di f. Il determinante di f risulta allora es-
sere il quadrato di questa espressione, e interpreteremo il simbolo Det!/? f come
I’abbreviazione

(37) Det'/? f = faofra + fiafoa + fo1 faa-

49 | Una trasformazione lineare

/ / !/ /
(38) Tp = ap T+ Qpey + apsrsy +apary (h=1, 2, 3, 4)
si potra anche indicare semplicemente mediante la matrice 4 x 4 dei coefficienti
ai11, @12, 013, Q14
A — Q21, CQ22, 23, Q24

@31, (32, 33, O34
41, Ol42, 043, Oiyq

come trasformazione A. Mediante la trasformazione A D'espressione
2 2 2 2
1‘1 + fxg + 1133 + 1'4
diventa la forma quadratica

Zahka}%m; (h, k=1, 2, 3, 4)
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dove sara
Apk = Q1pQ1k + Q2pQ2) + Q3R Q3L + Qap 4k,

cioe la matrice 4 x4 (simmetrica) dei coefficienti ap di questa forma sara il prodotto
AA della matrice trasposta di A per A. Se mediante la trasformazione si otterra
la nuova espressione
12 12 12 12
111+:L‘2+:E3+1'4,

dovra essere
(39) AA =1,

cioe la matrice 1. A deve pertanto soddisfare a questa relazione quando la trasfor-
mazione (38) sara una trasformazione di Lorentz. Per il determinante di A segue
dalla (39): (det A)? =1, det A = £1. La condizione (39) da luogo parimenti a

(40) Al =A,

cioé la matrice inversa di A deve coincidere con la trasposta.

Perché A sia una trasformazione di Lorentz abbiamo ancora da imporre che sia
det A = 41, che ognuna delle quantita ay4, o4, g, 41, 42, Q43 Sia immaginaria
pura (ovvero nulla), che gli altri coefficienti in A siano reali e infine ancora che sia
ayg > 0.

59 . Un vettore dello spazio-tempo di I specie s1, S2, S3, s4 sard rappresentato
mediante la matrice 1 x 4 delle sue quattro componenti:

(41) s = ‘817 52, 53, 84|a

e a seguito di una trasformazione di Lorentz dovra essere sostituito da sA.
Un vettore dello spazio-tempo di II specie con le componenti fo3, f31, fi2, fi4,
f24, f34 dovra essere rappresentato con la matrice alternante

0, fi2, fi3, fia
f= far, 0, faz, fau

f31, fa2, 0, faa|’

far, faz, faz, O

e a seguito di una trasformazione di Lorentz (vedi la regola fissata nel §5 mediante le
(23) e (24)) A va sostituito con AfA = A~!fA. Riguardo all’espressione (37) vale
I'identita Detl/Q(KfA) = Det A Det'/? . Pertanto Det'/? f sard un invariante per
trasformazioni di Lorentz (vedi Eq.(26) nel §5).

Per la matrice duale f* segue allora tenendo conto della (36):

(A—lf*A) (A_lfA) = A_lf*fA — Det!/? f.A_lA — Detl/? 1,

dalla quale si vede che assieme al vettore dello spazio-tempo di II specie f anche la
corrispondente matrice duale f* si trasforma come un vettore dello spazio-tempo
di II specie, e percio f* con le componenti fi4, fosa, f34, fo3, f31, fio si dira il
vettore dello spazio-tempo duale di f.
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6° . Siano w ed s due vettori dello spazio-tempo di I specie, allora con w3
(oppure anche con sw) si intende ’espressione

(43) w181 + WSy + W3s3 + Wasy

costruita con le componenti corrispondenti. Quest’espressione ¢ invariante per una
trasformazione di Lorentz A, poiché (wA) (K@) = ws. - Se ws =0, w ed s si
diranno normali tra loro.
Due vettori dello spazio tempo di I specie w, s danno inoltre origine alla struttura
della matrice 2 x 4
wy, W2, W3, W4
S1, S2, 83, 54

Si dimostra poi immediatamente che il sistema delle sei quantita

(44) W2S83 — W3Sz, W3Sy — W1S83, Wi1S2 — W2S1,
W184 — W4S1, W2S4 — W4S2, W3S4 — W4S3,

si comporta per le trasformazioni di Lorentz come un vettore dello spazio-tempo di
IT specie. Si indichera il vettore di IT specie con queste componenti (44) con [w, s].
Si deduce facilmente che Det'/? [w,s] = 0. Il vettore duale di |w, s] si scrivera
[w, s]".

Se w ¢ un vettore dello spazio-tempo di I specie, f un vettore dello spazio-tempo
di IT specie, wf indica sempre una matrice 1 x 4. Per una trasformazione di Lorentz
A, wvainw =wA, fin f' = A~ fA ; sard percio w'f' = wAATfA = (wf) A,
ossia wf si trasforma ancora come un vettore dello spazio-tempo di I specie.

Quando w & un vettore di I specie ed f & un vettore di II specie, si verifica
facilmente I'importante identita:

(45) [w, wf]+ [w,wf]" = (w) f.

La somma dei due vettori dello spazio-tempo di II specie a primo membro va
intesa nel senso della somma di due matrici alternanti.
Infatti per wy =0, we =0, w3 =0, wy =7 sara

wf =lifar, ifaz, ifaz, Of; wf* = |ifse, if13, if21, O;
[w)wf] :07 07 07 f417 f427 f43; [wvwf*] :07 07 07 f325 f135 f217

e 'osservazione che in questo caso particolare risulta la relazione (45) ¢ gia sufficiente
perché la stessa valga in generale, poiché questa relazione ha carattere covariante
per il gruppo di Lorentz e inoltre &€ omogenea in wy, ws, ws, wWy.

Dopo questi preliminari occupiamoci ora delle equazioni (C), (D), (E), mediante
le quali vengono introdotte le costanti €, u, o.

Al posto del vettore spaziale to, velocita della materia, introduciamo come gia
nel §8 il vettore dello spazio-tempo di I specie w con le 4 componenti

to to to

x Yy z {
:7’ w :77 w :7’ w :77
Vi 0 Vi-—w? 0 Vi—w?2 o VI-w?

w1
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per il quale si ha
(46) W = wi + ws + w3 +wi =—1
e
—twy > 0.
Con F e f intenderemo ancora i vettori dello spazio-tempo di II specie 9, —i€&
e m, —ie che compaiono nelle equazioni fondamentali.
In & = —wF abbiamo ancora un vettore dello spazio-tempo di I specie; le sue
componenti saranno
¢, = waF1o + w313 + wyFia,
Oy = w1 Fo + w3 Fa3 + wykFoy,
O3 = w1 F31 + waF32 + waF3y,
Oy = w1 Fy1 +waFyo +wsFy3

Le prime tre quantita ®;, ®o, P53 sono rispettivamente le componenti x, y, z del
vettore spaziale

(47)
e inoltre ¢
(48) ¢, =

Poiché la matrice F' e alternante, vale evidentemente

(49) w® = w; Py + waPs + w3P3 + w1 Py =0,

il vettore ® ¢ quindi normale a w; possiamo scrivere questa relazione anche
(50) Oy =i (0, P + 10, Py +10,P3).

Chiamero il vettore dello spazio-tempo di I specie ® forza elettrica a riposo.
Relazioni analoghe a quelle tra —wF, &, M, to risultano tra —wf, ¢, m, w e in
particolare anche —w f sara normale a w. Si puo ora sostituire la relazione (C) con

({C}) wf = ewF,

una formula che da 4 equazioni per le relative componenti, ma tuttavia in modo
tale che la quarta, tenendo conto della (50), ¢ una conseguenza delle prime tre.

Costruiamo inoltre il vettore dello spazio-tempo di I specie ¥ = iwf*, le cui
componenti sono

Uy =—i( wa faa + ws fao + wa fa3),
Wy = —i (w1 fas + w3 f1a +waf31),
U3 = —i (w1 foa +wafu + w4 f12)
Uy = —i (w1 fa2 +waf13 + w3 fo )

?

7
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Di queste le prime tre ¥;, U5, U3 sono rispettivamente le componenti x, y, z del
vettore spaziale

(51)
e inoltre ¢
(52) U, =

tra loro sussiste la relazione

(53) wV¥ = w1V + waWsy + w3Vs + wy ¥y =0,

che possiamo scrivere anche

(54) Uy =i(w, Uy +1w,Ws +10,¥3);

il vettore ¥ ¢ quindi anch’esso normale a w. Chiamero il vettore dello spazio-tempo
di I specie ¥ forza magnetica a riposo.

Relazioni analoghe a quelle tra iwf*, m, e, to si hanno tra wF™*, M, &, 1o, e
ora si puo sostituire la relazione (D) con

({D}) wl™ = pwf*.

Possiamo utilizzare le equazioni ({C}) e ({D}) per ricondurre i vettori di campo F
e fa®deW. Abbiamo

wF =—-®, wF* = —ip¥, wf = —e®, wf* = —iV,

e l'utilizzo della regola (45), tenendo conto della (46), porta a

(55) F = [w,®] +ipw, ¥]",
(56) f=clw,® +iw,¥]",

Fig = (w1<I>2 — w2<I>1) +ip (’U)g\I/4 — ’LU4‘~I/3) , ecc.,
fi2 = (w1 Py — wo®y) + i (w3Wy —wyVs3), ecc..

Consideriamo inoltre il vettore dello spazio-tempo di II specie [®, ¥] con le 6 com-
ponenti
DoW3 — O3Wy, P3Wy — O W3, O1Wy — Doy,

OV — OyWy, OV — OyWy, O3V, — OyWs3.

Il vettore dello spazio-tempo di I specie

w[®, V] =— (w¥) @+ (wP) ¥
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si annulla identicamente per le (49) e (53). Introduciamo ora il vettore dello spazio-
tempo di I specie

(57) Q=iw[®, 0]
con le componenti

w2, W3, W4

Ql = —4 ‘I>2, ‘1>3, (1)4 , ecc.,

\I}27 \1137 \114
allora risulta per applicazione della regola (45):
(58) (@, V] =i [w,Q]",

cioe (131\112 — ‘132\1’1 = iw394 — w4Q3, ecc..

Il vettore €2 soddisfa evidentemente la relazione
(59) w) = w1 + wolds + w33 + waldy = 0,
che possiamo scrivere anche

Qy =i, Q1 + 10, Qs + 10,Q3;

quindi anche tale vettore ¢ normale a w. Nel caso che sia v = 0 si ha &, = 0,

Uy=0,Q=0c¢

Chiamerd il vettore dello spazio-tempo di I specie 2 radiazione a riposo.
Per quanto riguarda la relazione (E), che introduce la conducibilita o, ricono-
sciamo immediatamente che

—‘m‘Sm +p Y

Vi-we '

¢ la densita a riposo dell’elettricita (vedi §8 e la fine del §4). Quindi

—ws = — (w151 + Wwasg + W383 + W4S4) =

(61) s+ (ws) w

rappresenta un vettore dello spazio-tempo di I specie, che a causa di ww = —1 &
evidentemente anch’esso normale a w, e che chiamero corrente a riposo. Se assu-
miamo le prime tre componenti di questo vettore come le componenti lungo x, y, z
di un vettore dello spazio, la componente di quest’ultimo lungo la direzione di 1 &

wlp’ _ sw—wlp _ Tw

V-2 1—-w?2 11— w?

e la componente in qualsiasi direzione to perpendicolare a tv sara

ﬁm_
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quindi questo vettore spaziale dipende in modo molto semplice dal vettore spaziale
J = s — pto, che abbiamo indicato nel §8 come corrente di conduzione.
Ora, confrontandola con ® = —wF, la relazione (E) si puo portare nella forma:

({E}) s+ (ws)w = —owkF.

Anche questa formula riassume 4 equazioni, delle quali tuttavia, poiché si tratta
in entrambi i membri di un vettore dello spazio-tempo di I specie normale a w, la
quarta e una conseguenza delle prime tre.

Trasformeremo infine le equazioni differenziali (A) e (B) in una forma tipica.

§12. L’operatore differenziale lor.

Una matrice 4 x 4

Sit, Siz2, Sz, Su
Sa1, Sz, S23, Sau
S31, 32, S33, S3
Sa1, Si2, Sz, Su

(62) = | S|

con la prescrizione, che essa per una trasformazione di Lorentz A vada sostituita
sempre da ASA, si puo chiamare una matrice dello spazio-tempo di II specie. Una
matrice siffatta si ha in particolare

nella matrice alternante f che corrisponde a un vettore dello spazio-tempo di II
specie,

nel prodotto fF di due siffatte matrici alternanti f, F', che per una trasfor-
mazione A va sostituito da (A~'fA) (A7'FA) = A7 fFA,

inoltre, quando wy, ws, ws, wy € 1, o, N3, 4 sono due vettori dello spazio-
tempo di I specie, nella matrice dei 4 X 4 elementi Sy = wrQy,

infine in un multiplo L della matrice unita, cioe¢ in una matrice 4 x 4 nella quale
tutti gli elementi sulla diagonale principale abbiano ugual valore L e i restanti
elementi siano tutti nulli.

Abbiamo sempre a che fare qui con funzioni dei punti dello spazio-tempo z, y, z,
it e possiamo avvalerci con vantaggio di una matrice 1 x 4, costruita con i simboli
di derivazione

9 9 9 9
ox’ Oy’ 0z’ iot|’
o anche scritta come

(63) ’ o o0 0 0

Oy Oxy” Oxy” Oy

Per questa matrice utilizzero 1’abbreviazione lor.

Quando S come nella (62) indica una matrice dello spazio-tempo di II specie,
con estensione coerente della regola per la costruzione del prodotto di matrici, per
lor S si intendera la matrice 1 x 4

|K17 K27 K37 K4|
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dell’espressione

oS 0S5 oS 0S.
_ 9ok, 992k | 903k , IOtk

4 K
(64) F o0xy 0xa oxs3 0x4

(k=1, 2, 3, 4).

Se si introduce mediante una trasformazione di Lorentz A un nuovo sistema di
riferimento x, x4, x%, x) per i punti dello spazio-tempo, conformemente si dovra
utilizzare I'operatore

o =| 2 9 9 9
© |0z 0xh oxh ox) |

Poiché inoltre S va in S’ = ASA =[S}, |, si intendera con lor’S’ la matrice 1 x 4
dell’espressione

K =
Toxh oxly Oxt ox!y

(k=1, 2, 3, 4).

Ora per la derivazione di una funzione qualsiasi di un punto dello spazio-tempo vale

la regola
0 0 6$1 0 8[E2 0 8%‘3 0 81‘4

0z, 0z, 07, | Oy 0x], | Ozs 0z, | 04 07,

O it L+ Lag
= —Q —Q -—Q — Oy,
8561 1k 8562 2k 8.563 3k 8564 Ak

che si esprime simbolicamente in modo facilmente comprensibile come

lor’ = lor(A
e tenendo conto di questa segue parimenti
(65) lor'S” = lor (A (A_lSA)) = (lor S)A,

cioe quando S rappresenta una matrice dello spazio-tempo di II specie, lor S
si trasforma come un vettore dello spazio-tempo di I specie.

Se in particolare L ¢ un multiplo della matrice unita, si intendera come lor L la
matrice di elementi

(66) oL OL oOL 0L
81'1’ 8%27 8:63’ 6954 '

Se s = |s1, s2, s3, s4| rappresenta un vettore dello spazio-tempo di I specie,
bisogna intendere

_ 681 682 883 684
lors = oot 4 992, 995, 994
(67) ors 8%’1 + 8$2 (9%'3 8£E4

Se in seguito ad una trasformazione di Lorentz A appaiono i simboli lor’, s’ al
posto di lor, s, risulta
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lor’s’ = (lor A)(A3) = lors,

cio¢ lors ¢ un invariante per trasformazioni di Lorentz.

In tutte queste relazioni l'operatore lor stesso gioca il ruolo di un vettore
dello spazio-tempo di I specie.

Se f rappresenta un vettore dello spazio-tempo di II specie, si ha ora da intendere
—lor f come il vettore dello spazio-tempo di I specie con le componenti

0 fan
8x1
Ofs
8x1
0fn

df12

0$2

+ ==+

9 [32
+ 8$2

5]
n fa2

0
L Ohs

6x3

0 f23
8$3

0f13

+

0
n f147

0x4
Ofas
0xy’
0f34

8x4’

8x1 8%2 8$3

Percio il sistema di equazioni differenziali (A) si puo riassumere nella forma breve

({A}) lor f = —s.
In modo del tutto analogo il sistema di equazioni differenziali (B) si scrivera
({B}) lor F* = 0.

Le espressioni lor (lor f) e lor (lor F'*) costruite tenendo conto della definizione
(67) di lors si annullano evidentemente in modo identico, poiché f ed F* sono
matrici alternanti. Quindi per la corrente s segue dalla ({A}) la relazione

932
8m2

951
8%1

683

0Us3 854 _‘O,
8x3

(68) Ore

mentre la relazione

(69) lor (lor F*) =0
ha il significato che le quattro equazioni date dalla ({B}) rappresentano solo
tre condizioni indipendenti per il comportamento dei vettori di campo.

Riassumo ora i risultati:

Si indichino con w il vettore dello spazio-tempo di I specie Jl‘fW’ ﬁ
(r velocita della materia), con F il vettore dello spazio-tempo di IT specie 97,
—i€ (9 induzione magnetica, ¢ forza elettrica), con f il vettore dello spazio-
tempo di II specie m, —ie (m forza magnetica, ¢ induzione elettrica), con s
il vettore dello spazio-tempo di I specie s, ip (p densita elettrica spaziale,
s — pro corrente di conduzione), con e la costante dielettrica, con u la per-
meabilita magnetica, con o la conducibilita; allora (con i simboli del calcolo
matriciale spiegati nel §10 e nel §11) le equazioni fondamentali per i processi
elettromagnetici nei corpi in moto si scrivono

({A})

lor f = —s,
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{B}) lor F* = 0,

{C}) wf = ewkF,

{D}) wk* = pwf~,

({E}) s+ (ws)w = —owF.

Poiché ww = —1, i vettori dello spazio-tempo di I specie wF, wf, wF*, wf*,

s + (ws)w sono tutti normali a w e infine vale per il sistema di equazioni
({B}) la relazione
lor (lor F*) = 0.

In considerazione della circostanza da ultimo ricordata, si ha qui a disposizione
esattamente il numero richiesto di equazioni indipendenti per descrivere comple-
tamente i processi a partire da opportuni dati al contorno, purché sia noto il
movimento della materia, quindi il vettore w in funzione di z, y, z, t.

§13. Il prodotto dei vettori di campo fF.

Studiamo infine le leggi che portano a determinare il vettore w in funzione di x,
y, z, t. Nelle ricerche relative a queste appaiono in primo piano quelle espressioni
che si presentano costruendo il prodotto delle due matrici alternanti

0, fi2, fi3, fua 0, Fio, Fiz, Fuu
fe for, 0, faz, foa o Fy, 0, Fhy, Fyy
far, fa2, 0, faal|’ Fs1, Fso, 0, Fsl|’
far, fa2, faz, O Fyi, Fyo, Fuz, 0
Scrivo
Sll - L7 Sl2) 5137 Sl4
So1 Soo — L Sa3 Saa
70 F= ’ : !
(70) / S31, S32, Sz3 — L, S34
S417 5427 5437 S44 - L

di modo che sara
(71) 511 + SQQ + S33 + 544 =0.

L significa 'espressione simmetrica negli indici 1, 2, 3, 4

1
(72) L= 5 (fosFaz + fa1Fa1 + fioFi2 + fiaFia + foaFos + f3aF34),
e sara

1
Su = 5 (f23F23 + faaFsa + faoFuz — fr2Fi2 — fi3Fis — fiaF14),
S12 = f13F32 + fi1aFua, ecc..
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Per rendere esplicite le condizioni di realta, scrivero ora

Slla ‘9127 5137 Sl4 Xl‘7 Yz7 Zxa _ZTz
(74) S = 5217 S227 5237 S24 — Xya vi Zya _ZTy
S31, Sz2, S33, Sz Xz, Y., Z., —il.|’
Sa1, Saz, Sz, Sus —iXy, —iYy, —iZy, T;
dove poi
1
X, = B (m M, —m, My, —m M, + ¢, &, —e, &y — e, &),
Xy =m, My + ¢, &, Yy =m, M, + ¢, €, ecc.,
(75) Xy = ¢, M. —e. M,
T, =m,¢, —m,¢E,, ecc.,
1
T, = B (MM, + m, My, + m M, + ¢, E, +e,Ey +¢,E,),
ed anche
1
(76) L= 5 (m M, + m, My, +m. M, — e, € — e, &y — e, &),

sono tutti reali. Nella teoria per corpi a riposo le espressioni X, X, X, Y, Y,, Y.,
Zy, Zy, Z, intervengono con il nome di “sforzi di Maxwell”, le quantita T, Ty, T
come “vettore di Poynting”, T; come “densita d’energia elettromagnetica per
I'unita di volume” ed L si indica come “funzione di Lagrange”.

D’altra parte troviamo immediatamente, componendo nell’ordine inverso le ma-
trici duali di f ed F

—-Su—L, —Si2, —S1s, —S1a
* px 7S21) 7S22 - La 7‘5'237 75’24
) Fff =
@0 = s S, S5 L, S
—Su1, —S42, —543, —S44 — L

e possiamo quindi porre
(78) fF=S—L, Frff*=-S—1L,

nelle quali intendiamo per L il multiplo L.1 della matrice unita, cioe della matrice
degli elementi

Ricaviamo inoltre, poiché SL = LS,

F*f*fF =(—S—L)(S—L)=—SS + L2
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e troviamo, poiché si ha f*f = Det'/? f, F*F = Det!/? F', interessante relazione:
(79) SS = L?>—Det'/?f Det/? F,

cio¢ il prodotto della matrice S per se stessa e un multiplo della matrice
unita, una matrice nella quale fuori dalla diagonale principale tutti gli elementi sono
nulli e sulla diagonale tutti gli elementi sono uguali, ed hanno come valore comune
la quantita qui riportata al secondo membro. Si ottengono quindi in generale le
relazioni

(80) Sh1S1k + ShaSak + Sn3Ssk + ShaSak =0
per indici h e k disuguali estratti dalla sequenza 1, 2, 3, 4, e
(81) Sh1S1n + SpoSap + Sp3Ssn + SpaSan = L*— Detl/gf Det1/2 F

per h=1, 2, 3, 4.

Se ora invece di F' e di f nelle espressioni (72), (73) introduciamo per mezzo
delle (55), (56), (57) la forza elettrica a riposo @, la forza magnetica a riposo
¥, la radiazione a riposo 2, arriviamo alle espressioni:

1 1
(82) L=—5e®d + uU¥,

1 _— 1 _—
(83) Shr = _igq)q)ehk + §M\I/\I/€hk

+& (q)h(bk — (I)@whwk) +un (\I/h\:[lk — \P@whwk)
—Qpwy, — epwpll; (h, k=1, 2, 3, 4)

nelle quali si deve porre
PO = 7 + B3 + &2 4 B, VU = VT + U2 4 U2 4 U2,

enn =1, ep, =0, (h # k).

I secondo membro della (82), come pure L, & sempre un invariante per le
trasformazioni di Lorentz e i 4 x 4 elementi al secondo membro della (83), come
Shi, rappresentano una matrice dello spazio-tempo di II specie. Tenendo conto di
cio basta, per poter affermare le relazioni (82), (83) in generale, verificarle per il
caso w; = 0, wg =0, wg = 0, wy = i. Per questo caso w = 0 e le (83) e (82)
si riconducono immediatamente mediante le (47), (51), (60) da un lato, ed ¢ = €&,
M = pm dall’altro, alle equazioni (75) e (76).

L’ espressione al secondo membro nella (81), che &

— <; (m9N — e(’f)>2 + (em) (€M),

risulta > 0 mediante (em) = e®W, (EM) = puPY; la sua radice quadrata, presa > 0,
puo tenendo conto della (79) essere indicata con Det!'/4 5.
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Per S, la matrice trasposta di S, risulta dalla (78), poiché f = —f, F = —F,
(84) Ff=S—L, ffF* =-S5 L.

Pertanto -
S — S =|Shk — Sknl

e una matrice alternante e significa parimenti un vettore dello spazio-tempo di II
specie. Dall’espressione (83) otteniamo immediatamente

(85) §—5=—(ep—1)[w,9l,

dalla quale (vedi (57), (58)) si ricava ora

(86) w(S—-S)" =0,

(87) w(S—8)=(ep—1)Q.

Quando in un punto dello spazio-tempo la materia ¢ a riposo, si ha w =0,
e la (86) significa il sussistere delle equazioni

Zy:Yza X, = Z,, Y:t:Xy;
inoltre per la (83) si ha
Tm:Qla Ty :Q27 Tz:Q37

Xi = epfdy, Yy = epfda, Zy = epfls.

Ora mediante un’opportuna rotazione del sistema di coordinate spaziali x, y, z
attorno all’origine e possibile far si che sia

Z,=Y,=0, X.=Z,=0, Y, = X, =0.
Per la (71) si ha
(88) Xe+Y,+2.+T, =0

e secondo 'espressione nella (83) si ha sempre T3 > 0. Nel caso particolare, quando
anche ) si annulla, segue poi dalla (81)

X2=Y2=2%=T? = (Det'/*S)?,

1/4 S, le altre due a

e T; ed una delle tre quantita X,, Y,, Z, sono uguali a + Det
—Det'/* 5. Se © non si annulla immaginiamo che sia €3 # 0, allora per la (80) si
ha in particolare

1.X, =0, 1T,V =0, Z,T,+ 1,7, =0
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e si trova percido Q; =0, Qo =0, Z, = —T;. Dalla (81) e tenendo conto della (88)
risulta quindi
X, = -V, = + Det'/? 8,

~Z,=T; = \/Detl/zS +epQ2 > Det'/4 S, —

Di significato del tutto particolare sara infine il vettore dello spazio-tempo
di I specie

(89) K =lor s,

per il quale dimostreremo ora un’importante trasformazione.
Per la (78) ¢ S = L + fF e risulta immediatamente

lor S =lor L + lor fF.

Il simbolo lor significa un processo di derivazione che in lor fF' riguarda da un lato
f, dall’altro F. Di conseguenza lor fF' si spezza additivamente in una prima ed
in una seconda parte. La prima parte sara evidentemente il prodotto delle matrici
(lor f)F, nel quale lor f si considera per conto suo come una matrice 1 x 4. La
seconda parte € quella parte di lor fF' nella quale le derivazioni riguardano solo le
componenti di F. Ora ricaviamo dalla (78)

fF = —F*f* —2L;

di conseguenza questa seconda parte di lor fF sara —(lor F*)f* piu la parte di
—2lor L nella quale le derivazioni riguardano solo le componenti di F. Risulta
pertanto

(90) lor S = (lor f)F — (lor F*) f* + N,

dove N indica il vettore con le componenti

_ 1 [ 0fx Ofa1 0f12 af14 af24 (9f34
Nh_z(athQ”a Fa g, Tzt g, fat 5k ahF34>
1 OF: OF: OF OF OF: OF:
(f23 2 4 fa ;’1 +f12 2 f14 M +f24 24 +f34 34)
(h=1, 2, 3, 4).

Utilizzando le equazioni fondamentali ({A}) e ({B}) la (90) si trasforma nella re-
lazione fondamentale

(91) lorS = —sF + N.

Nel caso particolare e =1, u = 1, quando f = F', N si annulla identicamente.

In generale arriviamo, in base alle (55), (56) e tenendo conto dell’espressione
(82) di L e della (57), alle seguenti espressioni per le componenti di N:
(92)

B — Oe = o
ow ow ow ow
+(€u—1)<Qla +anh+§238h+948 h) per h=1, 2, 3, 4.
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Se ora facciamo uso della (59) e indichiamo con 20 il vettore spaziale che ha
01, Qo, Q3 come componenti z, y, z, I'ultimo, terzo addendo della (92) si puo
portare anche nella forma

ep—1 o )
93 2 )
(93) V1 —to? ( Oxp,
dove la parentesi indica il prodotto scalare dei due vettori in essa presenti.

§14. Le forze ponderomotrici.

Rappresentiamo ora la relazione K = lor S = —sF' 4+ N esplicitamente; essa da
le equazioni

X, 0X, 0X. 90X,

(94) K, = o + 3y + % o =p&; +5,M, —5.9M,
1__0e -0 e — 1 Oro

(95) Ky = + + == — = =€, + 5. M, — 5,9,

Oy
Z, 07 Z. 07
96 nga +ay+8 —8t=pez+5mfm — 5, M,
Yy Yy

ox oy 0z ot

1_—0e —Ju e —1 oo
—— 9D — — f\II\II — —
2 0z 8z+\/1—m2 (m(%,')’

1., o1, 91, 0T, OT;
(97) 2K4_ ox dy 9z ot = 8aCo + 9y &y 4 0:C

—O¢ —Ju e —1 O

E ora mia opinione che nei processi elettromagnetici la forza pondero-
motrice che agisce sulla materia in un punto dello spazio-tempo z, y, z, t,
calcolata per 'unita di volume, abbia come componenti z, y, z le prime tre
componenti del vettore dello spazio-tempo

(98) K + (wE) w

normale al vettore dello spazio-tempo w, e che inoltre la legge dell’energia
trovi la sua espressione nella quarta relazione di cui sopra.
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Un articolo successivo sara riservato a giustificare questa opinione in modo esau-
riente; qui daro solo un certo sostegno a questa opinione mediante alcune consi-
derazioni sulla meccanica.

Nel caso limite e =1, y =1, 0 =0si ha N =0, s = pto; sard quindi wK = 0,
e questi risultati coincidono con quelli consueti nella teoria degli elettroni.

Appendice. Meccanica e postulato di relativita.

Sarebbe assai insoddisfacente se la nuova concezione del tempo, che si € ricono-
sciuta grazie alla liberta delle trasformazioni di Lorentz, si potesse far valere solo
in un campo limitato della fisica.

Ora molti autori affermano che la meccanica classica € in contrasto con il postu-
lato di relativita, che qui € scelto a fondamento per 'elettrodinamica.

Per esprimere un giudizio in proposito, consideriamo una trasformazione di
Lorentz speciale, rappresentata dalle equazioni (10), (11), (12), con un vettore v
diverso da zero diretto in qualche modo e con un modulo ¢ che sia < 1. Penseremo
per un momento ancora di non aver preso nessuna decisione riguardo al rapporto
tra 'unita di lunghezza e 'unita di tempo, e di conseguenza in quelle equazioni
al posto di t, t’, g scriveremo ct, ct’, q/c, dove ¢ rappresenta una certa costante
positiva e dev’essere g < c. Le suddette equazioni si trasformano percio in

oy = SR —a) vt

v
ricordiamo che il vettore v indica il vettore spaziale z, y, z, ed t’ il vettore spaziale
! / /
L, Yy, =z
Se in queste equazioni passiamo al limite per ¢ = co mentre teniamo fisso v, da
esse risulta
/ /

t=rtg v, =1, —qt, ' =t.

Queste nuove equazioni indicheranno ora un passaggio dal sistema di coordinate
spaziali z, y, z ad un altro sistema di coordinate spaziali ’, y’, 2’ con assi paralleli,
lorigine del quale proceda rispetto al primo in linea retta con velocita costante,
mentre il parametro temporale restera del tutto immodificato.

Sulla base di questa osservazione si puo dire:

La meccanica classica postula una covarianza delle leggi fisiche per il
gruppo delle trasformazioni lineari omogenee dell’espressione

(1) —x? —y? = 22 4 P

in se, con la determinazione ¢ = oco.

Ora sarebbe addirittura sconvolgente trovare in una parte della fisica una cova-
rianza delle leggi per le trasformazioni dell’espressione (1) in sé per un determinato
c finito, e in un’altra parte invece per ¢ = co. Che la meccanica di Newton possieda
questa covarianza solo per ¢ = oo e che non si possa immaginare per il caso con
c velocita della luce, non richiede alcuna spiegazione. Ma non dovrebbe ora essere
ammissibile il tentativo di considerare quella covarianza tradizionale per ¢ = oo solo
come un’approssimazione, ricavata direttamente dall’esperienza, di una covarianza
piu precisa delle leggi di natura per un certo c¢ finito?
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Vorrei sostenere che mediante una riformulazione della meccanica, nella qua-
le in luogo del postulato newtoniano di relativita con ¢ = oo ne appaia uno
con un c finito, perfino la struttura assiomatica della meccanica pare conseguire
un notevole perfezionamento.

Il rapporto tra 'unita di tempo e I'unita di lunghezza sia normalizzato in modo
tale che il postulato di relativita intervenga con ¢ = 1.

Poiché voglio ora considerare delle figure geometriche sulla varieta delle quattro
variabili x, y, z, t, puo essere conveniente per una piu facile comprensione di
quanto segue tralasciare completamente y e z, e interpretare x e ¢t come coordinate
parallele oblique in un piano.

Un’origine dello spazio-tempo O (z, y, z, t =0, 0, 0, 0) sara mantenuta fissa
dalla trasformazione di Lorentz. La figura

(2) 2t -y -2t =1,t>0,

una falda d’iperboloide, contiene il punto dello spazio-tempo A(x, y, z, t =
0, 0, 0, 1) e tutti i punti dello spazio-tempo A’, che in seguito alle trasfor-
mazioni di Lorentz appaiono come (2, ¢/, 2/, ' =0, 0, 0, 1) nelle unita di misura
'y, 2/, t' via via introdotte.

La direzione di un raggio vettore OA’ da O ad un punto A’ della (2) e le direzioni
delle tangenti alla (2) in A’ si diranno mutuamente normali.

Seguiamo un punto determinato della materia nella sua traiettoria a tutti i tempi
t. Chiamo una linea dello spazio-tempo la totalita dei punti dello spazio-tempo
x, 1y, 2z, t che corrispondono al punto materiale a tempi ¢ diversi.

Il problema di determinare il moto della materia ¢ da intendere cosi: si deve
determinare per ogni punto dello spazio-tempo la direzione della linea dello
spazio-tempo che passa di 1.

Trasformare a riposo un punto dello spazio-tempo P (z, y, z, t) vuol dire intro-
durre mediante una trasformazione di Lorentz un sistema di riferimento z’, v/, 2/, ¢/
in modo tale che 'asse t’ giaccia nella direzione OA’ che la linea dello spazio-tempo
che passa per P ivi mostra. Lo spazio t’ =cost., che comprenda P, lo chiameremo
allora lo spazio normale in P alla linea dello spazio-tempo. All’incremento dt del
tempo ¢ di P corrisponde I'incremento’?

(3) dr = \/dt? — da? — dy? — dz2 = dt\/1 — 2 = dzy

Wy

del parametro ¢’ ora introdotto. Il valore dell’integrale

/dT:/\/—dx%—cm%—dxg—dxi,

calcolato lungo la linea dello spazio-tempo da un qualche punto di partenza fisso P°
fino ad un punto d’arrivo variabile P, si chiama il tempo proprio del punto della
materia che si trova nel punto P dello spazio-tempo. (Questa ¢ una generalizzazione
del concetto di tempo locale proposto da Lorentz per moti uniformi.)

I2Rjutilizziamo la notazione con gli indici e i simboli 10, w nel senso prima fissato (vedi §3 e

§4).
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Consideriamo un corpo R° esteso spazialmente ad un determinato tempo t°;
allora la regione individuata da tutte le linee dello spazio-tempo condotte per i
punti dello spazio-tempo R?,t" si chiamera un filo dello spazio-tempo.

Se abbiamo un’espressione analitica O (z, y, z, t) tale che O (z, y, z, t) = 0
intersechi ogni linea dello spazio-tempo del filo in un punto, e che sia

90\* [00\* (06 2+ 90 2>o % _

Ox Oy 0z ot Tot ’
chiameremo la totalita ) dei punti d’intersezione una sezione del filo. In ogni punto
P (z, y, z, t) di una siffatta sezione possiamo introdurre mediante una trasfor-
mazione di Lorentz un sistema di riferimento z’, v’, 2/, ¢’ in modo che si abbia

inoltre

@:0, @:O, @:0, @>0.
ox’ oy’ 0z' ot

La direzione del corrispondente asse ¢’ univocamente determinato si chiama la
normale superiore della sezione @ nel punto P e la quantita dJ = [ [ [da'dy'dz’
per un intorno di P sulla sezione si dice un elemento di volume della sezione. In
questo senso si indicheranno R°, t¥ stessi come la sezione ¢ = t° del filo normale
all’asse ¢ e il volume del corpo R come il volume di questa sezione.

Se facciamo convergere lo spazio R° in un punto arriviamo al concetto di filo
dello spazio-tempo infinitamente sottile. In uno di questi pensiamo sempre che
una linea dello spazio-tempo sia in qualche modo designata come linea principale
e intendiamo per tempo proprio del filo il tempo proprio fissato su questa linea
principale, e per sezioni normali del filo le sue sezioni con spazi che nei punti della
linea principale siano ad essa normali.

Formuliamo ora il principio di conservazione della massa.

Ad ogni spazio R ad un tempo t corrisponde una quantita positiva, la massa in
R al tempo t. Se R converge ad un punto z, y, z, t, il quoziente di questa massa
per il volume di R si approssima ad un valore limite p(x, y, z, t), la densita di
massa nel punto dello spazio-tempo z, ¥y, z, t.

Il principio di conservazione della massa afferma: per un filo dello spazio-
tempo infinitamente sottile il prodotto udJ della densita di massa g in un
punto z, y, z, t del filo (cioe della linea principale del filo) per il volume d.J
della sezione normale all’asse ¢ condotta per il punto rimane sempre costante
lungo l'intero filo.

Ora si dovra valutare come volume dJ,, della sezione normale del filo condotta
perx, y, 2,

1 ) dt

e si potra definire
7 dr
5 = = 1 —102 = —
( ) v —Z"lU4 H v dt

come densita di massa a riposo nella posizione x, y, z, t. Quindi il principio di
conservazione della massa si potra formulare anche cosi:
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Per un filo dello spazio-tempo infinitamente sottile il prodotto della den-
sita di massa a riposo e del volume della sezione normale in un punto del
filo e sempre costante lungo l'intero filo.

In un filo qualsiasi dello spazio-tempo si prenda una prima sezione Q° e pure
una seconda sezione Q', che abbia in comune con Q° i punti sul contorno del filo, e
solo quelli, e le linee dello spazio-tempo all’interno del filo abbiano su Q! dei valori
di ¢ pitt grandi che su Q°. La regione di estensione finita, compresa tra Q° e Q*, si
chiamera una falce dello spazio-tempo, QU il bordo inferiore, Q" il bordo superiore
della falce.

Se pensiamo di suddividere il filo in molti fili dello spazio-tempo sottilissimi,
allora ad ogni ingresso di un filo sottile attraverso il bordo inferiore della falce
corrisponde un’uscita attraverso il superiore, e per entrambi il prodotto vdJ, de-
terminato nel senso delle (4) e (5) ha sempre lo stesso valore. Pertanto & nulla la
differenza dei due integrali [ vdJ,, il primo esteso al bordo superiore, il secondo al
bordo inferiore della falce. Questa differenza, secondo un noto teorema del calcolo
integrale, risulta uguale all’integrale

////lorywd$dydzdt,

esteso all’intera regione della falce, dove (vedi la (67) nel §12)

ovw, Ovws Ovws  Ovwy

83)1 81'2 81133 81'4

lorvw =

Se la falce si contrae in un punto z, y, z, t dello spazio-tempo, si trova da qui
I’equazione differenziale

(6) lor v = 0,

cioe la condizione di continuita

Opro, | Ouwo,  Ouw,  Op

Ox Oy 0z ot 0

Costruiamo inoltre I'integrale

(7) N = / / / / vdzdydzdt,

esteso all’intera regione di una falce dello spazio-tempo. Suddividiamo la falce in
fili dello spazio-tempo sottili e ancora ciascuno di questi fili secondo elementi piccoli
dr del suo tempo proprio, che tuttavia siano ancora grandi rispetto alla dimensione
lineare della sezione normale; poniamo vd.J, = dm per la massa di un filo siffatto e
scriviamo 79 e 7! per il tempo proprio del filo al bordo inferiore e rispettivamente
superiore della falce; allora l'integrale (7) si puo anche intendere come

/ / vdJodr = / (' —79) dm

su tutti i fili della falce.
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Ora considero le linee dello spazio-tempo all’interno di una falce dello spazio-
tempo come curve sostanziali costituite da punti sostanziali e me le immagino sot-
toposte nel modo seguente ad una variazione continua di posizione all’interno della
falce. Le intere curve saranno deformate in qualche modo mantenendo fermi gli
estremi sui bordi inferiore e superiore della falce e i singoli punti sostanziali di
esse saranno spostati in modo tale da procedere sempre normalmente alle curve.
L’intero processo si rappresentera analiticamente mediante un parametro 9, e al va-
lore 1 = 0 corrisponderanno le curve con ’andamento delle linee dello spazio-tempo
all’interno della falce che ha luogo realmente. Un siffatto processo si chiamera una
deformazione virtuale nella falce.

Supponiamo che il punto della falce a x, y, z, t per ¥ = 0 vada, per il valore
¥ del parametro, in x 4 dx, y + 0y, 2z + 6z, t + 0t; queste ultime quantita saranno
allora funzione di z, y, z, t, ¥. Consideriamo di nuovo un filo dello spazio-tempo
infinitamente sottile nel punto x, ¥y, z, t, con una sezione normale di volume d.J,,
e sia dJ, + ddJ, il volume della sezione normale al punto corrispondente del filo
variato; terremo conto del principio di conservazione dalla massa, e attribuiremo
a questa punto variato una densita di massa a riposo v + dv secondo la

(8) (v +ov) (dJ, + 6dJy,) = vdJ, = dm;

con v intendiamo la densita a riposo reale in x, y, z, t. A seguito di questo vincolo
I'integrale (7), esteso sulla regione della falce, variera per la deformazione virtuale
come una certa funzione N 4+ 0N di ¢, e chiameremo questa funzione N + N
I’azione della massa per la deformazione virtuale.

Introduciamo la scrittura con gli indici; sara:

(9) d(zp, + 0xp,) :da:h-i-Za(Swh %dﬁ <k5 =1, 2, 3, 4> ‘
k

az, ot gy h=1, 2, 3, 4

Ora ¢ chiaro, in base alle osservazioni fatte prima, che il valore di NV + dN per il
valore 9 del parametro sara:

(10) N+ 6N = / / / / ud(:ltmdxdydzdt,

esteso alla falce, dove d (7 + d7) indica quella quantita che si ottiene da

V= (1 + o) — (dws + d22)” — (ds + dows)? — (das + dbzs)?
per mezzo della (9) e di
d:El = ’LUldT, d$2 = ’LUQdT, d$3 = ’LUng, d$4 = ’LU4dT, dd = 0;

risulta quindi
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Sottoporremo ora ad una trasformazione il valore della derivata
(12) <d(N—|—5N)> '
dy (9=0)

Poiché ogni §x;, come funzione degli argomenti z1, x2, 3, T4, ¥ si annulla in
generale per ¥ = 0, cosi pure in generale si ha ddxj,/dz; = 0 per ¥ = 0. Poniamo
ora

adxh
(13) ( > :gh (h‘ = 17 27 37 4)7

allora in base alle (10) e (11) risulta per I’espressione (12):

//// Z (8§h 1+g£h 2+g&; 3+8Zw4>dxdydzdt.

Per il sistema x1, x2, x3, x4 al bordo della falce dx1, dxo, dx3, dx4 si annulleranno
per ogni valore ¢ e quindi anche &, &, &3, & saranno ovunque nulli. Allora
mediante integrazione per parti I'ultimo integrale si trasforma in

Ovwypw 8I/whw2 Ovwpws — Ovwpwy
dxdydzdt.
////Z€h< 8x 8332 + 81‘3 + 8334 rayaz
L’ espressione tra parentesi &

—whza”“"f yzwk&"h

La prima somma qui si annulla in seguito alla condizione di continuita (6), la
seconda si puo rappresentare come

owy, dxy L 9wn owy, dxo L, Own owy, dxs L, Own Owp, dry % B i da:J
Oz, dr | Oxe dr Oxs dr | Qx4 dr  dr  dr \ dr

dove con d/dr si intende la derivata nella direzione della linea dello spazio-tempo
di un punto materiale. Per la derivata (12) risulta percio infine I’espressione

dwl dwg dw3 dw4
(14) //// ( e &+ 7r &3+ I §4> dxdydzdt.

Per una deformazione virtuale nella falce abbiamo imposto la prescrizione che il
punto sostanziale considerato si debba spostare normalmente alla curva da esso
descritta; cio significa per ¢ = 0 che gli &, devono soddisfare la condizione

(15) wié1 + wals + w3k + wa€y = 0.

Pensiamo agli sforzi di Maxwell nell’elettrodinamica dei corpi a riposo e conside-
riamo d’altra parte i nostri risultati dei §§12 e 13; risulta naturale allora un certo
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aggiustamento al postulato di relativita del principio di Hamilton per mezzi
elastici deformati con continuita.

In ogni punto dello spazio-tempo sia nota (come nel §13) una matrice dello
spazio-tempo di II specie

Slla 3127 5137 Sl4 Xl‘7 Yz7 Zxa _ZTz
(16) S — 5217 S227 5237 S24 — Xya vi Zya _ZTy
S31, Sz2, S33, Sz X, Y., Z., —il.|’
Sa1, Siz, Sz, Sas —iXy, —iYy, —iZy, T;
dove X, Y., ... Z,, Ty, ... Xy, ...T; siano quantita reali. Per una deformazione

virtuale in una falce dello spazio-tempo con i simboli prima introdotti il valore
dell’integrale

0 (wk + (5$k>
1 W 4+ W = E
(17) 1) / / / / 2. Shi . dxdydzdt,

esteso alla regione della falce, si puo chiamare 'azione degli sforzi per una defor-
magzione virtuale.
La somma che qui interviene, scritta esplicitamente e con quantita reali, e

X:E+Yy+ZZ+Tt

odx obx 06z

Xyt Xy 4o+ 7, —2

+ Oz Ay oy Tt 0z
0dx odt o6t
—Xtﬁ—"‘—i-Txaix-i-"'—i-Ttﬁ.

Postuleremo ora il seguente principio di minimo per la meccanica:

Una falce dello spazio-tempo sia limitata; allora per ogni deformazione
virtuale nella falce la somma dell’azione della massa e dell’azione degli sforzi
dev’essere sempre un estremo per ’andamento delle linee dello spazio-tempo
nella falce che ha luogo realmente.

Il senso di questa affermazione ¢ che per ogni deformazione virtuale, con i simboli
spiegati precedentemente, dev’essere

(18) (‘W)ﬂzo 0.

Con i metodi del calcolo delle variazioni da questo principio di minimo derivano,
tenendo conto della condizione (15) e per mezzo della forma (14), le quattro equa-
zioni differenziali seguenti

d
(19) y% — K+ wwy (h=1, 2, 3, 4),
T
dove
oS 08 a5 oS,
(20) Kh _ 1h + 2h + 3h + 4h

0x1 Oxo Oxs 0xy
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sono le componenti del vettore dello spazio-tempo di I specie K = lorS, e k &
un fattore, la determinazione del quale deve discendere da ww = —1. Mediante
moltiplicazione della (19) per wy e successiva somma su h = 1, 2, 3, 4 si trova
k = Kw ed evidentemente K + (Kw)w sara un vettore dello spazio-tempo di I
specie normale a w. Se scriviamo le componenti di questo vettore come

X, Y, Z, iT;
otteniamo le seguenti leggi per il moto della materia:

d dx

Vardr T
L ddy
d dz

Virdr =%
ddi_ .

Virdr

dz\?  [dy\® [dz\’ dt\ > .
<d7’) + <d7'> + (dT) N (dT) ’
dx dy dz dt
XdT +Yd7' + ZdT N TdT’
e in base a questa circostanza si puo considerare la quarta delle equazioni (21) come
una conseguenza delle prime tre.

Dalle (21) deduciamo inoltre le leggi per il moto di un punto materiale, vale a
dire per I’andamento di un filo dello spazio-tempo infinitamente sottile.

Si indichi con z, y, z, t un punto della linea principale scelta in qualche modo
nel filo. Scriviamo le equazioni (21) per i punti della sezione normale del filo
condotta per z, y, z, t e le integriamo, moltiplicate per I’elemento di volume della
sezione, sull’intero spazio della sezione normale. Siano R,, R,, R., R; gli integrali
dei secondi membri di queste, e sia m la massa costante del filo; risulta allora

d dx

M ar
m ddy
P
(22) d dz

"ardr
i dt_
drdr

Valgono inoltre

Il vettore R con le componenti R,, R,, R., iR; ¢ ancora un vettore dello spazio-
tempo di I specie, che & normale al vettore dello spazio-tempo di I specie w, velocita
del punto materiale, con le componenti

de dy d:
dr’ dr’ dr’ IldT.
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Chiameremo questo vettore R la forza motrice del punto materiale. Se tuttavia si
integrano le equazioni invece che sulla sezione normale del filo sulla sezione del filo
normale all’asse ¢, condotta per x, y, z, t, allora (vedi (4)) valgono le equazioni
(22) moltiplicate ancora per dr/dt, e in particolare come ultima equazione

d (dt dr dr dr
it (m) Watte gy T 10yl gy 0l

Si avra ora da interpretare il secondo membro come lavoro compiuto sul punto ma-
teriale nell’unita di tempo. Nell’equazione stessa si vedra quindi la legge dell’energia
per il moto del punto materiale, e ’espressione

dt 1) = 1 1) = 1, 5 3, 4
si considerera 'energia cinetica del punto materiale. Poiché e sempre dt > dr, si
potrebbe designare il quoziente (dt — d7) /dT come 'anticipo del tempo rispetto al
tempo proprio del punto materiale e quindi esprimersi cosi: I’energia cinetica di un
punto materiale e il prodotto della sua massa per ’anticipo del tempo rispetto al
suo tempo proprio.

La quaterna delle equazioni (22) mostra inoltre la simmetria completa in z, y, z,
it richiesta dal postulato di relativita, laddove alla quarta equazione, come gia &
capitato nell’elettrodinamica, allo stesso modo va attribuita un’importanza fisica
piu elevata. Sulla base della prescrizione di questa simmetria si pud costruire la
terna delle prime tre equazioni immediatamente sul modello della quarta equazione,
e tenendo conto di questa circostanza ¢ corretto affermare: se si pone il postulato
di relativita al vertice della meccanica, le leggi complete del moto derivano
dalla sola legge dell’energia.

Non posso tralasciare ora di rendere plausibile il fatto che non ci si debba a-
spettare dai fenomeni della gravitazione una contraddizione rispetto all’assunzione
del postulato di relativita'?.

Sia B* (z*, y*, z*, t*) un punto fisso dello spazio-tempo, allora I'insieme di tutti
quei punti dello spazio-tempo B (z, y, z, t) per i quali &

(23) (=2 + -y + -2 =—t), t—t" >0,

si chiamera la struttura di radiazione del punto dello spazio-tempo B*.

Una linea dello spazio-tempo assunta a piacere sara intersecata da questa strut-
tura sempre in un solo punto B dello spazio-tempo, come risulta da un lato per
la convessita della struttura, dall’altro per la circostanza che tutte le direzioni
delle linee dello spazio-tempo sono solo direzioni da B* verso il lato concavo della
struttura. B* si chiama quindi un punto di luce di B.

Se nella relazione (23) si pensa fisso il punto B (z, y, z, t), variabile il punto
B* (z*, y*, z*, t*), la suddetta relazione rappresenta 'insieme di tutti i punti B*
dello spazio-tempo che sono punti di luce di B, e si dimostra analogamente che
su un’arbitraria linea dello spazio-tempo esiste sempre un solo punto B* che ¢ un
punto di luce di B.

13In modo del tutto diverso da come procedo qui, H. Poincaré (Rend. Circ. Matem. Palermo,
t. XXI (1906), p. 129) ha cercato di adattare la legge d’attrazione newtoniana al postulato di
relativita.
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Ora un punto materiale F' di massa m puo sperimentare una forza motrice per
la presenza di un altro punto materiale F'* di massa m* secondo la legge seguente.
Rappresentiamoci i fili dello spazio-tempo di F' ed F* con linee principali in essi.
Sia BC' un elemento infinitamente piccolo della linea principale di F', e inoltre B*
il punto di luce di B, C* il punto di luce di C sulla linea principale di F*, e poi
OA' il raggio vettore dell’iperboloide fondamentale (2) parallelo a B*C*, infine D*
il punto d’intersezione della retta B*C* con lo spazio per B ad essa normale. La
forza motrice sul punto materiale F' nel punto dello spazio-tempo B sia ora
quel vettore dello spazio-tempo di I specie normale a BC, che si compone
additivamente con il vettore

7N\ 3
(24) mm*( oA > BD*

B*D*

nella direzione BD* e inoltre con un opportuno vettore nella direzione B*C*.
Si deve intendere con OA’/B*D* il rapporto dei due vettori paralleli considerati.

E chiaro che questa determinazione ha carattere covariante rispetto al gruppo di
Lorentz.

Studiamo ora come il filo dello spazio-tempo di F' si comporti nel caso che il punto
materiale F'* esegua un moto di traslazione uniforme, cioé che la linea principale
del filo di F'* sia una retta. Comprendiamo in essa 1’origine O dello spazio-tempo,
e possiamo con una trasformazione di Lorentz introdurre questa retta come asse t.
Ora z, y, z, t indichi il punto B, e sia 7* il tempo proprio del punto B*, calcolato
da O. La nostra scelta porta adesso alle equazioni

(25) dix:_mi*x’ @:_L*y’ @:_L*Z’
dr* (t—r)Pdr? (t—re)? AP ()
(§]
d*t m* d{t—T1"
(26) P TR (dt ),
dove ¢
(27) 2?4y 422 =(t—17),
(S

2 2 2 2
o ()« (@) (7)) - (&)
dr dr dr dr

Le tre equazioni (25) si scrivono, tenendo conto della (27), esattamente come le
equazioni per il moto di un punto materiale attratto da un centro fisso secondo la
legge di Newton, solo che invece del tempo ¢ appare il tempo proprio 7 del punto
materiale. La quarta equazione (26) da poi il legame tra tempo proprio e tempo
per il punto materiale.

La traiettoria del punto dello spazio z, y, z per i diversi 7 sara un’ellisse con
semiasse maggiore a, eccentricita e, e per essa E indichera I’anomalia eccentrica,
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T l'incremento in tempo proprio per un giro completo sull’orbita, e infine si porra
n' = 2m, di modo che con opportuna origine per 7 vale ’equazione di Keplero

(29) nt =FE —esin E.

Se ora cambiamo 1'unita di tempo e indichiamo la velocita della luce con ¢, risulta

dalla (28):
dt\? m* 1+ ecos K

30 — ] —-1=

(30) <d7’>

ac21l —ecosE’

Tralasciando ¢~* rispetto ad 1 risulta quindi

1m*1 E
ndt:nd7(1+m + ecos >,

2ac21 — ecos E

dalla quale, utilizzando la (29), risulta

(31) nt + cost. = <1—|— ;Z;) nt + %sinE.

Il fattore m* /ac? & il quadrato del rapporto tra una certa velocitd media di F sulla
sua orbita e la velocita della luce. Se si sostituisse ad m* la massa del sole, ad a il
semiasse maggiore dell’orbita terrestre, questo fattore varrebbe 1078,

Una legge di attrazione delle masse secondo la formulazione ora discussa, e legata
al postulato di relativita, significherebbe parimenti una propagazione della gravi-
tazione con la velocita della luce. Tenendo conto della piccolezza del termine
periodico nella (31) non sara possibile ottenere dalle osservazioni astronomiche una
conclusione contro una legge siffatta e contro la meccanica modificata proposta, a
favore della legge di attrazione di Newton con la meccanica newtoniana.



