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TEORIA SIMMETRICA DELIL’ BLETTRONE
E DEL POSITRONE

Nota di ETToRE MAIJORANA

Sunto. - 87 dimostra la possibilita di pervenire o wnd pienc simmetrizza-
zione formale dells teorin quantistica delPeletirone e del positrone fa-
cendo uso di um MuoTo Processo di quontizzazione. I significato delle
equaziont di DIRAC ne visulta olquanto modificato ‘6 noR vi ¢ pigt lungo
a parlare di stati di energia wegativg; né o presumnereg per ogni alire
tipo di particelle, particolarmente neuttre, Pesistense di « antiperticelle »
corrispondents ai « vuoti » @i energia megativa.

L‘interpretazione dei cosidetti « stati di energia negativa » pro-
posta da Dirac () conduce, come & ben noto, a una deserizione so-
stanzialmente simmetrieca degli alettroni e dei positroni. La sostan-
ziale simmetria del formalismo consiste precisamente in questo, che
fin dove & possibile applicare la teoria girando le difficolta di eon-
Vergenza, ¢ssa fornisee realmente risultati del tutto simmetrici. Tut-
tavia gli artifici suggeriti per dare alla teoria una forma simmetriea
che si accordi eon il suo contenuto, non sono del tutto soddisfacenti;
sia perehd si parte sempre da una impostazione asimmetrica, sia
perche la simmetrizzazione viene in geguito otienuta mediante tali
procedimenti (ecome la cancellazione di costanti infinite} ehe possi-
bilmente dovrebbero evitarsi. Percid abbiamo tentato una nuova via
che econduce piti direttamente alla meta.

Per quanto riguarda gii elettroni e i positroni, da essa si pud
veramente attendere soltanto un progresso formale; ma ci sembra
importante, per le possibili estensioni analogiche, che venga a ca-
dere la nozione stessa di stato di energia negativa. Vedremo infatti
che & perfettamente possibile costruire, nella maniera pid naturale,
una teoria delle particelle neutre olementari senza stati negativi.

(1) P. A. M. Dinac, « Proc. Camb, Phil. Soc.», 80, 150, 1924 V. anche w.
HEIRENBERG, ¢ Z8. f. Phys. », 90, 209, 1934



172 E. MAJORANA

1. I’elettrodinamica quantistica si pud dedurre, come si sa, me-
diante un processo di quantizzazione da un sistema di equazioni che
comprende, da una parte, le equazioni d’onda dell’elettrone d; Dizrac,
dall’altra le equazioni di MaxwerLr in cui le densitd di ecariea e di
corrente sono rappresentate da certe espressioni formate mediante
la funzione d’onda elettronica, La forma che si d3 g queste espres-
sioni aggiunge in realty qualeosa di nuove alle equazioni di Dirae o
soltanto da essa pud derivare quella asimmetrig rispetto al S8gno
della carica che nelle equazioni di Dirae non esiste. Ma poiché tali
€spressioni risultano automaticamente dall ‘applicazione di un prin-
eipio variazionale da euf si deducono insieme le equazioni di Maxwell
¢ quelie di Dirae, il nostro problema sard dunque di esaminare il
fondamento di questo principio e la possibilita d; sostituirlo eon
altro pin appropriato.

Le grandezze che figurano nelle equazioni di Maxwell-Dirac sono
notoriamente di due Specie: da una parte si hanno i potenziali elet-
tromagnetici, suscettibili entro i limiti del principio di eorrispon-
denza di interpretazione classica, dall’altra le onde materiall che
rappresentano particelle obbedienti alla statistica di Ferm1 e che
hanno significato solo come grandezze quantistiche. In queste con-
dizioni appare poeo soddisfacente che le equazioni e tutto il pro-
cesso di quantizzazione si facciano dipendere da un prinecipio varia-
zionale che & soltanto suseettibile di interpretazione classica. Sembra
Dift naturale il cercare una generalizzazione dei metod; variazionali
tale che le varinhili 1e quali figurano nella funzione La}igrangiana
abbiano, come & desiderabile, fin dal principio il lore significato
finale; o rappresentino quindi delle grandezze non nacessariamente
commutabili. & questa appunto la via che seguiremo. Essa ha im-
portanza sopra tatto per i campi legati alla statistica i Fermi, men-
tre per quanto riguarda i eampo elettromagnetico ragioni di sem-
plieitd possono far presumere che nulla sia da aggiungere ai veechi
metodi. Non affronteremo del resto Io studio sistematico delle pos-
sibilitd logiche offerte dal nuogve punte di vista in cui of poniamo,
ma ci limiteremo a descrivere un processo di guantizzazione dell’onda
materiale che solo sembra avere attualmente importanza appliea-
tiva; esso si presenta eome una naturale generalizzazigse del metodo.
di JorDAN-WiGNER (") e permetie non solo di dare una forma simme-
triea alla teoria degli élettroni-positroni, ma anche di costruire una
teoria sostanzialmente nnova per le particelle senza cariea elettrica
(nentroni e ipotetiei neutrini). Per quanto non sia forse ancora pos-

(*) P. JorDaN ¢ E. WieNER, ¢ Z8. f, Phys. 5, 47, 631, 1028,
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sibile chiedere all’esperienza una decisione fra questa nuova teoria
e quella eonsistente nella semplice estensione delle equazioni di Dirae
alle particelle neutre, va tenuto presente che la prima introduce,
in questo eampo ancora poco esplorato, un minor numere di entitd
ipotetiche.

Lasciando al lettore Movvia estensione delle formole seguenti ai
sistemi eontinui di cui dovremo peeuparei in seguito, esponiamo per
maggiore chiarezza il metodo di quanfizzazione con riferimento ai
sistemi discreti. Sia dunque un sistema fisico descritto dalle varia-
bili reqli (matriei simmetriche Hermitiane) g1qys = » @n- Definiamo
una funzione Lagrangiana

(1} L—=—1 E (Aw'aqﬂis -+ B?‘SQTQS),
e poniamo
() Sdet =0,

intendendo ¢he in queste formule Ays © By sono numeri reali
ordinari, costantl 1 primi ed aventualniente dipendenti dal tempo
i gecondi, e che soddisfano alle relazioni

(3) Ars - Asr H Brs —_ Bsr;

essendo inoltre detl|Ars|3=0.

Se le ¢ fossero grandezze commutabili, il principio variazionale (2)
non avrebbe aleun significato essendo identicamente verificato. Per
grandezze non commutabili la (2) implica invece 1’annullarsi in ogni
istante della matrice Hermitiana

i3 lBQ’r{Es Arsfjls -+ Brst) —_ Es(Arsli’s ~+= Brsqs)sqr] ] O,

comunque &1 scelganc le variazioni 9g,. Questo & possibile solo se
le espressioni  De(Arsgs + Brsgs)  sOMO muliiple della matrice unita,
in modo che con gualche opportuna aggiunta al prineipio variazio-
nale (2) (per es. imponendo Vannullarsi della somma dei termini
diagonali (*) in tali espressioni) si pPossono considerare le seguenti
come equazioni del movimento

{4) Es{Aq-s'QQ—{— Brﬂs]-:o r= 1, 2,.." n.
Vogliamo ora mostrare che queste equazioni possono farsi dipen-
{*) L’ applicazione fisica che & esposta pilt avanti suggerisee la restrisione

pid rigoresa che in qualunque combinazione lineare delle g, e g, eon ogni
autovalere debba presentarseme un altro uguale e opposto.
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dere nel modo consueto

. 2

qp=— T (Qr‘H_ HQr}
dall’'Hamiltoniana
{5) H=— % E Brngqg,

* 8
la cui forma esatta sara meglio giustificata in seguito, purché si sta-
biliseano fra le g, opportune relazioni di anticommutabilita, Sosti-
tuendo nelle (4) mediante le equazioni successive si trova infatti

2
ES Br.st = f“g lEmArsBlm (QSQlQm - QIQmQS) ==

=, IE A,Bilig@ + 99,08, — ala.q, + Inds)] =
) &) TH

D2
|

2 .
— ETE;E Bzm 1 [Es A-rs(gsq{ -+ qu.h}] + [za Avs{QsQi’ + QEQa)JQMi] N
1]
e basta porre
] h
(6) 24,009 + 99 = 73,

perché le (4) siano soddisfatte. Indicando eon |jdrs I la matrice
inversa di || Ars| la (6) pud seriversi

R
(6 Qrs + Qsqr — i@ Aral .
Nel caso speciale che 4 sia ridotta a forma diagonale
Apg = af-rars,
i avrd diunque
R
(7) Irids + Qe = g - Bra.

Passiamo ora ad applicare guesto schema alle equazioni di Dirac.

2. Dalle equazioni di Dirac senza campo esterno
w \
(8) [? + (&, p) + Bmc] =0,

pud notoriamente essere eliminata 1’unity immaginaria (e in modo
relativisticamente invariante) con un’opportuna scelta degli opera-
tori @ e f. Noi ei riferiremo appunto ad un sistema di coordinate
intrinseche tale che renda le (8) reali, avvertendo espressamente
che le formole 2 cui perverremo non sono valide, senza opportune
modificazioni, in coordinate generali. Indicando come di consneto,
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eon Oxs Oys Oz & D1y P25 Ps due terne indipendenti di matriei di
Pauli, porremo:

e U =2 01005 Gy =P} %105 P=— 010}
h . 2nme
con ehe dividendo le (9) per —5 € ponendovi f'=—13, p= ﬂ;n
si hanno le equazioni reali
15 ,
(8" [E i (a, grad) + B p.] =10

In conseguenza le (8) si scindono in due gruppi distinti, di cui
1’'uno agisce sulla parte reale, l’altro sulla parte immaginaria di ¢.
Poniamo ¢ =T + iV e consideriamo le equazioni reali (8°) in quan-
to agiseono sulle U:

1
(10) [E 2 — (o prad) + B'p.] U=0.

Queste equazioni da sole (*), ciod senza considerare le eguazioni
identiche che legano le ¥, possono essere ricondotte al principio va-
riazionale esposto anteriormente ed assoggettate al processo di quan-
tizzazione gid descritto, mentre nulla di simile potrebbe farsi con
i metodi elementari.

Come principio variazionale da eui dedurre le (10) assumiamo il
segnente :

(11) Ejizh—i o# E Eai — (&, grad) + f'p| Udgdt =0.

1 facile riconoscere che le condizioni (3) nella loro naturale esten-
cione ai sistemi continui sono verificate. Seguono in base alle (7)
le relazioni di anticommutabilitd

1 ’
(12) U{@WUxlg") + UxlqUdq) = 9 Bablg — 47
mentre 1’energia diviene, per la (5):
(18) H':J‘U* [— cfer, p) — Bme?] Udg.

Liinvarianza relativistica di (12} e (13) non richiede particolare
dimostrazione, poiehd eompletando tali eguazioni con quelle analo-
ghe che si riferiscono alle V, nonehéd con le relazioni di anticommu-
tabilith fra le U e le V: 0,{g)V.(q@) + Vg0, (@ =0, si riottiene nul-

() T1 comportamento delle & per riflessione in un punto dello spazio & pud
d?ﬁnire convenientemente tenendo presente che, gid per altre ragioni, nn eam-
biamento simultaneo di segno delle &, non ha significato fisico. Nel nosire
?ehema: T'(¢) = RU(—q) con E=/ipoy ¢ quindi E2——1. Similmente se si
inverte 1’asse del tempo: T'(g, t) = i, U(g, — ¥). '
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Valtro che Veordinario sehema dj Jordan-Wigner applicato glle equa-
zioni di Dirge senza campo. Ma & hotevole che 1a parte di tale fop.

siderata come descrizione teorica, in armonia con i metog; Zenerali
della meceanicy quantistica, di nn qualche sistems materiale. 11 fattg
ehe tale formalismo ridotte non si adatti allg descrizione degli elet.
troni positivi o negativi, pud bene essere dovito allg Presenza della
earica elettrica ¢ non impedisce Daffermazione che allo stato attuale
delle nostre tonoscenze le (12) e (13) costituiscono 1g p1a semplice

1 .
(14) @) =5 &F7tr 0,

2

n n H
Y:(Yx: Ty:T:); Y-'c:'i,- Ty:f: Yz:fE

My gy Ny =0, -1, = L

ponendo

(15) Ua) = 2, a,v)f,1g).
In conseguenza, della reality delle U, sara
(16) e {y) =af—y)

Ponendoci nel easo senerale 140, sepup dale (12)

(17; ¢,(1)a(y) + alya,(y) = 0,

L4y} + a,(1)a,iy) =0,

Tutte queste grandezze sono inoltre auticommutabili cop le a(y" e
a(v’) per ¥ diverso sia da v che da -

‘mm@ﬂ+imqn:§%,

(1) Cfr. @, Wik, « Rend, Aecad, Lipeoj » 21, 170, 1035,
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L’energia risulta per la (13):

4 -
as) A=, 3 |—hety, am) — metpe]a, (g1, 1p)

¥, 8=1_
La quantitd di moto secondo z corrisponde, come gempre, 4 meno

ko, s _—
del fattore e allo spostamento unitario in tale direzione

19) M, =[0*.0d0 = 2, Z hraitringy),

€ analogamente per M, e M_,

Per ogni valore di v figura in (18) una forma Hermitiana che
ha notoriamente due autqvalori positivi e dua negativi, tutti uguali
in valore assoluto a cVm%® + iyt

Possiamo quindi porre in luoge di (18

(18) H=3, eVmie -+ h¥y? [31(7)51('1’}"’“52(1’)53(1’} _EB(Y)bB(YJ'—EA(Y)bi(T)]

essendo le b, opportune combinazioni lineari delle ¢, ottenufe per
trasformazione unitaria. Risulta inoltre dalla (16) che le b{y) sono
esprimibili linearmente mediante le &,.(— 7).

Dal fatto poi che la forma Hermitiana che figura in {18) per
un dato valore di v resta invariata in virtt di (16) e (17) quando
si cambia ¢ in —+ segue tenendo ancora eonto di (17} che si pud
porre:

20) by(y) = -El(_ V)i buly) = by(— 1)
Introducendo per semplicitd le nuove variabili
@n B(=V2h(r); BJv)=V2b,),
otteniamo cosi
2
(22) H == 3, cVmict + ¥yt ‘1'1'1 [n,_(y) o %]’
2 1
8) Mo=3hr. 3 n—3),

essendosi posto

nin=B,8.m=<{
ed essendosi inoltre
BBy + Biy)B{y) = By,
B,ImBiv) + By(y)B,{y) =0,
BBy} + BBy} =0,

{24)
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come si otterrebhe formalmente per i coefficienti dello sviluppo di
un’onda materiale g due companents seeomb lo schema di J Jordan-
Wigner,

Queste formole sono completamente analoghe, salvo la diversa
statistica, a quelle che si otfengono dalla quantizzazione delle equa-
zioni di Maxwell. In luogo di quanti immateriali si hanno particelle
con una massa di riposo finita e anche esse con due possibilita di
polarizzazione. Anche qui come nel caso delly radigzione, sono pre-
senti I mezzi quanti di riposo dell’energia e della quantitd di moto,
salvo che il loro segno & opposto in apparente relazione con la diversa
statistica. Fssi non eostituiscono pertanto una difficoltd specifica e
allo stato attuale della teoria debbono anche qui essere considerati
come semplici costanti addittive prive di significato.

La deserizione mediante autofunzioni di queste particelle, cosi
come dei quanti di luce, non riesce in modo conveniente, ma nel
nostro caso l'esistenza di una masen di riposo permette di conside-
rare 1’approssimazione non relativistica, nella quale song natural-
mente valide tutfe le nozioni della meccanica quantistica elementare.
Questa approssimazione pud avere interesse pratico sopra tufto nel
caso di particelle pesanti {neutroni).

Il mezzo pitt semplice ber passare allo spazio delle configpurazioni
consiste nell’associare a un generico oseillatore 1%onda piana

L—}h it 5, | (r==1, 2),
corrispondente allo stesso valope della gnantitd di moto e con due
possibilitd di polarizzazione per tenere conte della molteplicita degli
oseillatori. Possiamo andare oltre e rappresentare con 1’autofunzione
complessa a dune valori D=(D,, P,) non pili una sola particells ma
un sistema che ne contenga in numers indeterminato seeondo il me-
todo di Jordan-Wigner. Bastera allora porre

1 B
(leq] = ZT fsﬁ eem(h ? BI(YL
(25) 1
| Og) =2, 7 & D B ().

Nell’approssimazione non relativisties (| ¥

me .
<=z 7;) le costanti
b,(Y) eche fignramno in (18"} sono combinazioni lneari della  a,{y)
con coefficienti indipendenti dg 1.

Tali ecoefficienti dipendono solo dagli elementi di B e in virtd
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di (9) si pud porre

biy)= M\_j‘—;iﬂ i bly)= M%M 1
by = 40 \4/" ;a‘m ;b= G_Jf_)_;?“‘_lm ,

con che anche le (20), a causa di (16), sono soddisfatte. Dalle (153}
e (25) segue dungue per ’approssimazione non relativistica:

| ®ig) = Uilg) — U,lq)

26 !
(26) { ®,0q)=Ujlq) + aU,lg).

Notiamo 1a circostanza, di interesse puramente formale, che
O=(D,, B,) coincide a meno del fattore V2 eon la coppia di compo-
nenti grandi delle autofunzioni appartenenti alle equazioni (10),
interpretate nel modo consuets, senza ciod restrizioni di realitd. Per
1— ?}59 T

va
permette di passare dallo schema (9) a quello usuate di Dirae
(@=203; B==ps) e che risulta affettivamente

1 1
lpa—_\i'(pn q"l:_.\]é@zi
in tale schema sono infatti notoriamente g & G, le componenti grandL.
Questo avvieinamento, se chiarisce la legge di trasformazione di @
di fronte alle rotazioni nello spazio, cessa naturalmente di avere
signifieato in rapporto alle trasformazioni generali i Lorentz.

Tesistenza di formole semplici come le (26), potrebbe fare rite-
nere superfluo, almeno fino a una certa approssimazione, il passag-
gio attraverso le onde plame. Tn realth tale passaggio & sempre coll-
cettualmente necessario per ottenere la cancellazione dei mezzi quonti
di riposo. Dopo tale cancellazione 1’espressione dell’energia & infatti
naturalmente in prima approssimazione.

dimostrarlo basta verificare che la trasformaziome b=

o l
(27) o= ij) ('mc2 +g p‘*) ®dg,
e differicsce quindi in modo essenziale daila (13).

3. Come abbiamo gid detto, lo sehema (12) non @& suffieiente per
la deserizione di particelle cariche; ma T’aggiunta di una seconda
quaterna di grandezze reali V, analoghe alle U, permette di riotte-

? . - . - - . . .
niel;e l'ordinaria eelttrodinamica in una forma simmetrica rispetto
all’elettrone e al positrone. Consideriamo dungue due serie di gran-



180 E. MAJORANA

dezze reali rappresentanti rispettivamente le particelle materiali e
il campo elettromagnetico, Le grandezze della prima specie vanno
interpretate secondo lo schema esposto al n. 1, mentre quelle della
seeonda serie, e eiod i potenziali elettromagnetici ¢ e A=={A_, 4,,4),)
possono intendersi eome grandezze eclassiche quantizzate secondo la
regola di Heisenberg fondata sul prineipio di eorrispondenza. L’in-
sieme delle equazioni di Maxwell e Dirae si potra ottenere {eon I’ac-
cennata restrizione per quanto riguarda le seconde) da un prineipio
variazionale

5 f Ldgdt,
risultande L dalla somma di tre termini
L=L +L'+1"
di cui il primo & relativo all’onda materiale

U"‘Fa—at — (7, grad) + B’p.J U+

, L he
{28) L =g :

1l ,
+V*[Ea—t-(m,grad)+ﬁgz]17€,

e il seecondo si riferisce al campo di radiazione che supponiamo guan-
tizzato secondo il metodo di Frru ™

(29 L= ! Et— g L. di A2
(29) = g (B — )—g;(gcp+ v )

Bisogna guindi imporre la condizione aggiunta,
1.
(30 g P divd=0.

L’espressione (29) differisce in realtd da quella usata originaria.
mente da FERMI, ma solo per termini integrabili. Essa conduce a
una definizione del momento P, conivgato a ¢ tale da permettere
Uimmediata eliminazione di una delle due onde longitudinali senza
passare per lo sviluppe secondo le onde piane; & a guesto riguardo
del tutto indifferente che il secondo termine nell’espressione (29)
di I” venga moltiplieato per una costante arbitraria diversa da zero.

Quanto al termine L™, esso va seelto in modo che d=10U ¥
obbedisca alle equazioni di Dirac (8) completate con 1’introduzione
del eampo esterno, ciod alle equazioni:

[%—7-1—5:9—;- (9:, p+§A)+§mc]¢:0,

() B. FERMI, ¢ Rend. Aeccnd. Lincei » B, 881, 19529,
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Questo praticamente obbliga a porre
(31) L = ieU*p + (z, A)|V — eV [y + (z AU.

Dalla variazione dei potenziali elettromagnetici si deducono al-
lora le seguenti espressioni per le densitd di carica e di corrente

‘ _ %
\p:ﬁ—’ie(U*V— VI — — eM——EM,
(32)

' 1= ie(U*aV — V*al)=¢ 42“”—_2—‘1’@

Queste espressioni differiseono da quelle consuete solo per costamti
infinite. La cancellazione i tali costanti infinite & richiesta dalla
simmetrizzazione della teoria che & gia implicita vella forma scelta
per il prineipio variazionale; infatti lo seambio di U, eV, che en-
trano simmetricamente in L', equivale appunte a un cambiamento
di segno della carica elettrica.

Le U ¢ V obbediseono alle relazioni di anticommntabilitd

1 o ™=
Uil gy + UfgUig=58lg —4a Vs «

1
VgV (q) + V'V, () =55a — ¢ Brs,
Ur(Q)Vs{ ’) -+ VQ(Q’)U‘;’(Q} -— 0?

equivalenti all’ordinario schems di Jordan-Wigner guande si faceia
y==T L iV, I potenziali elettromagnetici @y A,y Ayy A; e 1 loro mo-
menti coniugati soddisfanno inveece alle ordinarie relazioni di com-

. h ,
mutabilita, ad es. Po{q)e(g)— (@ )Po{a)=5; Elg — q') esesndo ora

f 1 /1. }
s Po“;—4_(—:p+d1VA),
(33) nelY
1 1 1
IP”—‘HEM Py=— g By Pom=— B

L"energia consta di tre parti: H=H + H”+H". 1l primo
termine H’ si deduce da L’ secondo le regole gid esposte. Il secondo

si ottiene secondo le regole classiche H” = { [Pog& + (P, A) — L"] dg,

essendosi posto P=(P,, P,, P.). Quanto al termine H", esso si puo
dedurre da I seguendo indifferentemente 1'unoc o 1’altro metodo

(nel nostro caso A= — f L”’dq) o cosl deve essere dato che L™

‘& funzione tanto delle grandezze di campo materiali che di quelle
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elettromagnetiche, Questo prova d’altronde I necessitd della posi-
zione (5). L'equazione di continuity (30) & valida sempre purché sia
scddisfatta inizialmente insieme con I'equazione della divergenza
div E = 4np. Segue, per le (33), che la cirematica definita dalle
relazioni di seambio deve essere ridotta mediante le equazioni

j Pylg)=0,

(34) {dide—%p:O,

e quindi mediante la fissazione & due grandezze di campo ¢ eonse.
guente indeterminazione della coningate. La primg delle (34) im.
porta dunque 1’eliminazione i Py e di ¢ dall’espressione di H. Tale
eliminazione &i ottiene facilmente facendo uso delle (33) e si giunge
cosl alla formola

(35) H:ﬂqﬁ[--c(a, p)—ﬁmc*]c[;——(.él, I)+2ch*+8—ilr0tA]2$dq.

Cirea Ia questione dell’invarianza relativistica, osserviamo che
le $ =T + ¥ soddisfano alle equazioni di Dirae, mentre le equa-
zioni i Maxwel] continnanoc anche esse g valere con espressioni delle
densitd di carica e di corrente che obbediscono ally legge di trasfor-
mazione relativistics. Queste due circostanze assicurano che la dimo-
strazione completa dell’invarianza della teoria & gid implicita nei
risultati di HEISENBERG e Pavrr (1), Passiamo ora all’interpreta-
zione del formalismo.

4. Sviluppando la U, e analogamente le ¥, secondo il sistema di
funzioni periodiche gia considerato, troviamo come ovvig estensione
della (22), dopo 1a cancellazione dei mezzi quanti di riposo

2 r_ —
O =XV S ik + 1),

riferendosi le B, ¢ B’ rispettivamente allop sviluppo delle T e V;
le B, eB, e le lora coniugate obbediscono alle consuete relazioni i
anticommutahilita, Introducendo, per ogni valore di v, quattro op-
portune funzioni di spin &(y) (s — 1,2.3,4) a quattro valori com.

plessi e formanti un sistema unitario, si potry porre

. 1 - —_—

j U :-Tv_é z‘r 2 BI(T.}EI(YJ + Bz(Y)E:(T) + B \(— Y)Ea(}') + B,(— 1IEdY) z Flal
' 1
V: e

rd,

(1) W. HEISENBERG ¢ W. Pavni, ¢ Z8, f. Phys. », §6, 1, 1929; 59, 168, 1930,

(87)
z, } BG) + By ()Esly) + B (—y)E i) -+ By/(—y)E, iy} i Ffria),
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essendo inoltre scddisfatte le relazioni
{88) L&y :§:(— T
L =E(— 7
Dall’espressione (32) della densitd di elettricitd segue per la ca-
riea totale

@) o=—¥[[oravia— viava|a=

. 2 _ —_ —_ n
=—g% 3 [B,wm,fw) + B,y)B, () — BB —B/(1) f“’}]'

Se &1 pone
B, +"1'B,.’ 0.pos = B, — jB,.’
V2 ! Va
le espressioni (36) e (39) dell’energia e della cariea si possono DoT-
tare nella forma

N By .
{41) H = Erc\/m"c‘ + Ay B ((3‘?,‘?1(};‘31 + G,.P”EOTPOS)
r=1

(40) 0,0l =

3

2 — 1 .
{42) Q=¢Z; X [—- (Grﬂ ¢ — Q) + @ pos( pos — %] =
r=1

=3, 3 (- 0000+ 0,0on0,09).
p—

L'eliminazione dei mezzi guanti d riposo di elettricitd avviene
dungue automaticamente purehd, bene inteso, si esegua prima la som-
matoria interns. L’insieme di (41) e (42) rappresenta oscillatori
equivalenti a un doppio sistema i particelle obhedienti alla stati-
stica di FERMI con la massa di riposo m € la carica == ¢; le variabili
C,P8 i riferiseono ai positront e le G, agli elettroni.

L’eliminazione del campo elettrico longitudinale mediante la se-
econda delle (34) presenta difficolta in una teoria simmetriea per 1'im-
possibilita di porre p, quale risulta da (32), in forma diagonale. Il
risultato dell’eliminazione 3 ben noto (per quanto parzialmente illu-
sorio per diffienltd di CONVETgenza) nell’elettrodinamiea ordinaria in
cui si pone p—=—edd; ma esso & egualmente noto se si parte da
da p=e*% poicht quest’ultima posizione equivale interamente &
invertire 1’ufficio dell’elettrone e del positrone, considerande que-
st’ultimo come particella reale ¢ leletirone come g vuoto » di posi-
trone. Sembra plausibile che quegli elomenti di matriee che risultas-
sero della stessa forma in tali ieorie opposte, gi debbono conservare
ne_lla teoria simmetrica. Supponiamo dunque i aver proceduto alla
eliminazione della parte irrotazionale di 4 e P.
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L’espressione (35) di H verra modificata in que modi: in prime
laogo intendendy che A e P ip questa espressione Tappresentino solo
la parte priva q; divergenza i tali vettori; ¢ in secondo nogo ag-
giungendo un termine che Tappresenta 1enereia elettrostatics. Ghie-
sto termine ha ung formg differente nella teoria ordinarig {elettrone-
vuote di elettrone) e in quella opposta. Nella prima & ha conser.
vando Uinterazione gi ogni partieellz con se stessa

3 oo 1 N .
Hag =3 ] = 7 Y@V ) dady.
e nella secondg
Honm e o aua

Mediante 1o (87} e (40 si pud £sprimere D’energia elettrostaties
in funzione delle €. T goli termini elettrostatici che hanno ricevytq
applicazione fisjeg S0no peraltro identisi nelle dye teorie; essi sopg
quelli che dga] buato di vista corpuseolare si laseiang Interpretare

Per quanto infine toneerne l'interazione aop H eampo di radis-
zione, 1’unieg differenza fra 1, teoria simmetrjeq e quella ordinaria
rignarda la caneellazione g; costanti di risyltante indeterminata,
reiative aj singoli oscillatori, nell’espressione della density di cor-
rente; anche qui rimangono invariate Jp formale g interesse ap-
plieativo,





